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❆❜str❛❝t

❲✐r❡❧❡ss ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡
❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❞❡♦
str❡❛♠✐♥❣ r❡q✉✐r❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ✹● ♦r t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✺● ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ♦r ✇✐r❡❧❡ss
❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐✳ ❡✳ ❲✐✲❋✐✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡s✱ r♦❜✉st tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♣✉ts ❤✐❣❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ ✶✻✵ ▼❍③ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✱ ❛♥❞

❤✐❣❤❡r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs✱ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✵✷✹✲◗❆▼✱ ✇✐❧❧ ✐♠♣♦s❡ str✐♥❣❡♥t q✉❛❧✐t②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✇❛♥t❡❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥t✐❧
✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡s
t♦ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✬s ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
■♥ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r
✭❘❋✲P❆✮✳ P♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤❡♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❛✐♥✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✵✵▼❍③✱ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❡✛❡❝ts✱ ✐✳ ❡✳ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳
❆ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❝♦♠❡s ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❉P❉✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❘❋✲P❆s✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t ❘❋✲P❆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t♦ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❛❞✲

✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❘❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡rs✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❘❋✲❉❆❈s✱ s❤✐❢t t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢✉r✲
t❤❡r t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❘❋ tr❛♥s✲
♠✐tt❡rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞
✭♣❛ss✐✈❡✮ ❛♥❛❧♦❣ ❝✐r❝✉✐tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞
❡①t❡r♥❛❧ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧♦s❡✲t♦✲❝✐r❝✉✐t t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥
❝♦♥tr❛st t♦ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝✐r❝✉✐t✲✐♥s♣✐r❡❞ ❉P❉ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡

■



❡✛❡❝ts ♦❢ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t r❡✲❝r❡❛t❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✭♣r✉♥❡❞✮ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ ♦r ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜r♦✉❣❤t ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉P❉
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ♠❡♠♦r②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤❡ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ str✐♥❣❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s

s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♦r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ❧✐♥❡❛r✐t②
❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

■■



❑✉r③❢❛ss✉♥❣

❉❡r ❚r❡♥❞ ③✉ ✐♠♠❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❉❛t❡♥r❛t❡♥ ❢ür ❞r❛❤t❧♦s❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ss②st❡♠❡
❤❛t ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ③✉❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❤♦❝❤❛✉✲
✢ös❡♥❞❡s ❱✐❞❡♦✲❙tr❡❛♠✐♥❣ ❡r❢♦r❞❡r♥ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡♥✱
✇♦❜❡✐ ♠♦❜✐❧❡ ❊♥❞❣❡rät❡ ❛✉❢ ❞r❛❤t❧♦s❡ ▼♦❜✐❧❢✉♥❦st❛♥❞❛r❞s ✇✐❡ ✹● ❜③✇✳ ❞❛s ♥❡✉❡
✺● ♦❞❡r ❲✐r❡❧❡ss ▲♦❝❛❧ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✭❲▲❆◆✴❲✐✲❋✐✮ ❛♥❣❡✇✐❡s❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡
st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❊r③✐❡❧❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❉❛t❡♥r❛t❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❡♥♦r♠❡♥
❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❊♥❡r❣✐❡❡✣③✐❡♥③ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r❡ ❍❡r✲
❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ❉❡s✐❣♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡r ❙②st❡♠❡✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡♥ ✭> 100▼❍③✮ ✉♥❞

❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥s♦r❞♥✉♥❣❡♥ ✭✶✵✷✹✲◗❆▼✮ ✐♠♠❡r str✐❦t❡r❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✐tät ✈♦♥ ❙❡♥❞❡r♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❜❡st✐♠♠t ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✲
✐tät ♦❞❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡s ❙❡♥❞❡rs✱ ✇✐❡ st❛r❦ ❞❛s ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥❞❡ ❙✐❣♥❛❧
✈❡rstär❦t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜✐s ❡s ③✉ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❦♦♠♠t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
❙✐❣♥❛❧q✉❛❧✐tät ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡r ❆s♣❡❦t❡ ✈❡r♠✐♥❞❡r♥✳ ❉✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r
▲✐♥❡❛r✐tät ✈♦♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ ❙❡♥❞❡r✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥ ❡r❢♦r❞❡rt ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡✐♥❡♥ ❡r✲
❤ö❤t❡♥ ❙tr♦♠✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ❙②st❡♠s ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇✐r❞✳
❇❡✐ ❞r❛❤t❧♦s❡♥ ❍♦❝❤❢r❡q✉❡♥③ ✭❍❋✱ ❡♥❣❧✳✿ ❘❋✮✲❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥s❣❡rät❡♥ ✐st ❞✐❡

❙❝❤❧üss❡❧❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ▲✐♥❡❛r✐tät ✉♥❞ ▲❡✐st✉♥❣s❡✣③✐❡♥③ ❞❡r ❍♦❝❤❢r❡q✉❡♥③✲
▲❡✐st✉♥❣s✈❡rstär❦❡r ✭❘❋✲P❆✮✳ ▲❡✐st✉♥❣s❡✣③✐❡♥t❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ♥❡✐❣❡♥ ❜❡✐
❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙✐❣♥❛❧✈❡rstär❦✉♥❣ ③✉ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡
❙✐❣♥❛❧q✉❛❧✐tät ✈❡r♠✐♥❞❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❢ü❤r❡♥ ❡r❤ö❤t❡ ❙✐❣♥❛❧❜❛♥❞❜r❡✐t❡♥
③✉ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❢r❡q✉❡♥③❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✛❡❦t❡♥✱ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▼❡♠♦r②
❊✛❡❝ts✳
❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❡✣③✐❡♥③ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ✐st ❞❡r ❊✐♥s❛t③ ❞✐❣✐t❛❧❡r ❙✐❣✲

♥❛❧✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣st❡❝❤♥✐❦❡♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡✇♦❧❧t❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❱♦r✈❡r③✲
❡rr✉♥❣ ❞❡s ❊✐♥❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧s ❞❡s ❘❋✲P❆✬s ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❧✐♥✲
❡❛r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❚❡❝❤♥✐❦ ✇✐r❞ ❛❧s ❞✐❣✐t❛❧❡ ❱♦r✈❡r③❡rr✉♥❣ ✭❡♥❣❧✳✿ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦r✲
t✐♦♥❀ ❉P❉✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✉♥❞ ✐st ❡✐♥ ✈✐❡❧❢❛❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡s ❑♦♥③❡♣t ③✉r ❊r❤ö❤✉♥❣
❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤s ✈♦♥ ❘❋✲P❆s✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❊✣③✐❡♥③st❡✐❣❡r✉♥❣ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ss②st❡♠❡

✐st ❞❡r ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ❞✐❣✐t❛❧❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥
✈♦r♠❛❧s r❡✐♥ ❛♥❛❧♦❣❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣❡♥✳ ❍♦❝❤❢r❡q✉❡♥③✲❉✐❣✐t❛❧✴❆♥❛❧♦❣✲❲❛♥❞❧❡r✱ s♦
❣❡♥❛♥♥t❡ ❘❋✲❉❆❈s ✭❘❛❞✐♦✲❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐❣✐t❛❧✲t♦✲❆♥❛❧♦❣ ❈♦♥✈❡rt❡r✮✱ ✈❡r❧❛❣❡r♥ ❞✐❡
❙❝❤❛❧t✉♥❣s❦♦♠♣❧❡①✐tät ✐♥ ❞✐❡ ❞✐❣✐t❛❧❡ ❉♦♠ä♥❡ ✉♥❞ ❡rr❡✐❝❤❡♥ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡
❊✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ✈❡r❜❡ss❡rt❡ ❙❦❛❧✐❡r❜❛r❦❡✐t✳ ❉❡r ❘❋✲❉❆❈ ✐st ❡✐♥ ❙❝❤❧üss❡❧❡❧❡♠❡♥t
✈♦♥ ❞✐❣✐t❛❧❡♥ ❙❡♥❞❡r✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣
❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ✭♣❛ss✐✈❡♥✮ ❛♥❛❧♦❣❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣s❡❧❡✲
♠❡♥t❡✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❧❡✐❞❡t ❛✉❝❤ ❞❡r ❘❋✲❉❆❈ ✉♥t❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊✛❡❦t❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥
♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡❣r❡♥③❡♥✳
■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ③❡✐t❜❡r❡✐❝❤s❜❛s✐❡rt❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱

✇❡❧❝❤❡ ❡s ❡r❧❛✉❜t✱ ❞✐❡ ✭♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡✮ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ✈♦♥ ❦❛♣❛③✐t✐✈❡♥ ❘❋✲❉❆❈s ❡❢✲



✜③✐❡♥t ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ t②♣✐s❝❤❡♥ ❇❧❛❝❦✲❇♦①✲❆♥sät③❡♥ ❡r❧❛✉❜t
❞❛s ❤✐❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❑♦♥③❡♣t ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❆♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ❞❡❞✐③✐❡rt❡♥ ◆✐❝❤t✲
■❞❡❛❧✐tät❡♥ ❞❡s ❘❋✲❉❆❈s✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❙❝❤❛❧t✉♥❣ss✐♠✉❧❛t♦r❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
✉♥❞ ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t❡♥ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡s
✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♠✐t ❙❝❤❛❧t✉♥❣ss✐♠✉❧❛t♦r❡♥✱ ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❇❧❛❝❦✲❇♦①
▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡♥ s♦✇✐❡ ♠✐t ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ st❡❧❧t ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❡✐♥❡ ♥❡✉❛rt✐❣❡ ❉P❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✈♦r✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡

❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❱❡rs♦r❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣ss❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧
❞❡s ❦❛♣❛③✐t✐✈❡♥ ❘❋✲❉❆❈s ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❉P❉✲
❑♦♥③❡♣t ❜✐❧❞❡t ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ❞❡s ❱❡rs♦r❣✉♥❣s♥❡t③✇❡r❦s ❞❡s
❘❋✲❉❆❈s ♠✐t ❞✐❣✐t❛❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥❞ ✈❡r③❡rrt ❞❛s ❞✐❣✐t❛❧❡ ❊✐♥❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧
s♦✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❞❡s ❘❋✲❉❆❈s ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉P❉✲▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r
❱♦❧t❡rr❛ ❘❡✐❤❡ ♦❞❡r ▼❡♠♦r② P♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t❡♥
❑♦♥③❡♣ts ❛✉❢ ❡✐♥ ▼❛ÿ r❡❞✉③✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ✐♥t❡✲
❣r✐❡rt❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❉✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❉P❉✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❛♥ ③✇❡✐ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❦❛♣❛③✐t✐✈❡♥ ❘❋✲❉❆❈✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥ ❣❡t❡st❡t ✉♥❞ ♠✐t ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥
▼♦❞❡❧❧❡♥ ✇✐❡ ❞❡♠ ✭●❡♥❡r❛❧✮ ▼❡♠♦r② P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳
❉❛s ❉P❉✲❑♦♥③❡♣t ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡s ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❛s ❱❡rs♦r❣✉♥❣s♥❡t✲

③✇❡r❦ ❞❡s ❘❋✲❉❆❈s ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡r ▲✐♥❡❛r✐tät ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✲
✐tät ❞❡s ❘❋✲❉❆❈s ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❛s ❱❡rs♦r❣✉♥❣s♥❡t③✇✲
❡r❦ ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✳

■❱



❙t❛t✉t♦r② ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥

■ ❤❡r❡❜② ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡s✐s s✉❜♠✐tt❡❞ ✐s ♠② ♦✇♥ ✉♥❛✐❞❡❞ ✇♦r❦✱ t❤❛t ■ ❤❛✈❡
♥♦t ✉s❡❞ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t s♦✉r❝❡s
❛r❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❚❤✐s ♣r✐♥t❡❞ t❤❡s✐s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈❡rs✐♦♥ s✉❜♠✐tt❡❞✳

❉❛t❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡

strampit
Pencil

strampit
Typewriter
20.07.2020





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❯♥✐✈✳✲Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r✐♦ ❍✉❡♠❡r ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡
t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇r✐t❡ ♠② P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r ❯♥✐✈❡rs✐t② ▲✐♥③✳ ❍✐s ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♣❛♣❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❤❛r❞ q✉❡st✐♦♥s ✐♥❝❡♥t❡❞ ♠❡ t♦
✇✐❞❡♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❯♥✐✈✳✲Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r✐♦ ❍✉❡♠❡r ❛❧✲
✇❛②s ✐♥s♣✐r❡❞ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❡ ✇✐t❤ ❤✐s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛ss✐♦♥ ❢♦r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
r❡s❡❛r❝❤✳
❇❡s✐❞❡s ❯♥✐✈✳✲Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r✐♦ ❍✉❡♠❡r✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ▼✐❝❤❛❡❧

▲✉♥❣❧♠❛②r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳ ❍❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ♦✈❡r✲
❝♦♠❡ ❛❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛❧r❡❛❞② ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲✉♥❣❧♠❛②r
❛❧✇❛②s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ♠❡ t♦ t❤✐♥❦ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r❡❛t s✉♣♣♦rt
t♦ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
▼② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s ❛❧s♦ ❣♦ t♦ ■♥t❡❧ ❆✉str✐❛ ❛♥❞ ❉r✳ ●❡r❤❛r❞ ❑♥♦❜❧✐♥❣❡r✱ ✇❤♦

♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❥♦✐♥ t❤❡✐r t❡❛♠ ❛s ❛ P❤✳❉✳ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t
t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ❏ör❣ ❍❛✉♣t♠❛♥♥✱ ❉✐♣❧✳✲
■♥❣✳ P❡t❡r P❡ss❧✱ ❉r✳ ❆♥t♦♥✐♦ ❉✐ ●✐❛♥❞♦♠❡♥✐❝♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❍❉ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡❧
❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✉♣♣♦rt t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ✇♦r❦ ❡✈❡♥ ❜❡s✐❞❡s ♠②
♣r♦❥❡❝t✲r❡❧❛t❡❞ t❛s❦s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢♦r♠❡r ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ■♥t❡❧✱ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r❧② ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❉❛♥✐❡❧ ●r✉❜❡r ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✉str②
♣❛rt♥❡r s✐❞❡✳ ❉❛♥✐❡❧ ●r✉❜❡r ✇❛s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠❡♥t♦r ❞✉r✐♥❣ ♠② t✐♠❡ ❛s ❛ P❤✳❉✳
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛t ■♥t❡❧✳ ❍✐s ❣r❡❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤✐s t❡❛❝❤✐♥❣
s❦✐❧❧s ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t♦♣✐❝s t❤❛t ■ ❤❛✈❡♥✬t ❜❡❡♥ t❤❛t
❝♦♥✜❞❡♥t ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ■ st❛rt❡❞ ♠② P❤✳❉✳ st✉❞✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ❑❛❧❝❤❡r ❛♥❞ ❉r✳ ❍❛r❛❧❞ ❊♥③✐♥❣❡r ❢♦r t❤❡✐r ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ P❤✳❉✳
t❤❡s✐s✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ❉❛✈✐❞❡ P♦♥t♦♥✱ ❉r✳ ❆❧❛♥ P❛✉ss❛✱ ❉r✳
P❛tr✐❝❦ ❖ÿ♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❏♦✈❛♥ ▼❛r❦♦✈✐❝✱ ❉■ ❙✐♠♦♥ ●r✉❡♥❜❡r❣❡r ▼s❝✱
❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❊❞✇✐♥ ❚❤❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✳ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡✐r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✱
s✉♣♣♦rt✱ ❝r✐t✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♣❛♣❡rs ❛♥❞
t❤❡ t❤❡s✐s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ■ t❤❛♥❦ ▼❛r✐❡❧❧❛✱ ♠② ❞❛✉❣❤t❡r ❆❧❡①❛♥❞r❛✱ ♠②

♣❛r❡♥ts✱ ♠② ❜r♦t❤❡r✱ ❊❧✐s❛❜❡t❤✱ ❉✐❡t❤❡❧♠✱ ❛♥❞ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❢♦r ❛❧✇❛②s ♣✉s❤✐♥❣ ♠❡
t♦ ❣♦ ♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ✉♣✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t✐♠❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠②
P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳

❆❧❡①❛♥❞r❛✱ t❤✐s ✐s ❢♦r ②♦✉✦

❱■■





❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✺ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✶✸

✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✶✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✶✳✷ ❖✉t♣✉t P♦✇❡r ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥❝② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✶✳✸ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✶✳✹ ❙✐❣♥❡❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✶✳✺ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✷✳✸ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ✹✺

✸✳✶ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✷✳✶ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r P♦❧❛r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✷✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❈❛♣❛❝✐✲
t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✸✳✶ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✸✳✷ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❉✐st♦rt✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥✲■❞❡❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞ ❙❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✹✳✶ ❈❡❧❧ ▼✐s♠❛t❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✹✳✷ ❈❧♦❝❦ ❏✐tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✹✳✸ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✹✳✹ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❆❧❧ ■♠♣❛✐r♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

■❳



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s ✼✼

✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✹✳✶✳✶ ❉❈✲❉❈ ❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✹✳✶✳✷ ❙✐❣♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱♦❧t❛❣❡ ❉r♦♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❈♦♥✈❡rt❡r ❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✷✳✶ ❉r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❘✐♣♣❧❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❈♦♥❝❡♣t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✸✳✷ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❉P❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✸✳✸ ▼♦❞✐✜❡❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✹✳✸✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✸✳✺ ❋✉t✉r❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✹✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✹✳✷ ❉P❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✹✳✸ ❲✐❞❡❜❛♥❞ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✸

❆ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉P❉ ✶✷✺

❆✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❑❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
❆✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❱♦❧t❡rr❛ ❙❡r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
❆✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙◆❉P❉ ❛♥❞ ❊▼P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❇ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✷✾

❇✳✶ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
❇✳✶✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
❇✳✶✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❇✳✷ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✹✼

❳
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■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞❛t❛ r❛t❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②s✲
t❡♠s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ▲❛t❡st st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ❋✐❢t❤✲●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✺●✮
❢♦r ♠♦❜✐❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❲✐✲❋✐ ✻✱ ✐✳ ❡✳ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❛①✱ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✲
✇♦r❦s ✭❲▲❆◆✮✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t② t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛s ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t ❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts ♦❢ ❜❛s❡st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡s
♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
❛ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐tt❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✭P❆✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t ❘❋✲P❆ ❞❡s✐❣♥s t❡♥❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍❡♥❝❡✲
❢♦rt❤✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❉P❉✮ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ❆♥♦t❤❡r tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t♦ s❤✐❢t
❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❘❋✲❉❆❈✮ ❬✶✕✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭♠✐①❡r✮✱ ❛♥❞ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❉❆❈✮ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❘❋✲❉❆❈s ✉s❡ ❞✐❣✐t❛❧
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❝❛❧✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❡ ❛s t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss♦r ✭❉❙P✮✱ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❘❋ ❢r♦♥t ❡♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❘❋✲P❆s✱ ❉P❉ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r✐t②
t♦ st✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❬✻❪✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝✉✐t ✐♥s♣✐r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧

♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥✲
❝❡♣t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡✲
t♦✲❝✐r❝✉✐t r❡❧❛t✐♦♥✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t✲r❡❧❛t❡❞
♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡
♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳

✶✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs

❘❋ tr❛♥s♠✐tt❡rs ♣♦ss❡ss ✈❡r② str✐❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥✲
❡❛r✐t②✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞

✶
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♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t
❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❲✐✲❋✐ st❛♥❞❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✭❊❱▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞
s❛♠♣❧❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s❛♠♣❧❡s✱ ✐✳ ❡✳

EVMdB = 10 log10
E
(
|srx(k, n)− stx(k, n)|2

)

E
(
|stx(k, n)|2

) , ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ stx(k, n) ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛t s②♠❜♦❧ ✐♥❞❡① n ❛♥❞ s✉❜❝❛r✲
r✐❡r ✐♥❞❡① k✱ ❛♥❞ srx(k, n) ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧
❛♥❞ s✉❜❝❛rr✐❡r ✐♥❞❡①✱ ❛❢t❡r ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✼✱ ✽❪✳ ❚❤❡ ❊❱▼ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
t❤❡ s②♠❜♦❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐s ❛s s✉❝❤ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❋♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭◗❆▼✮✱ ❧♦✇❡r ❊❱▼ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛❧♣❤❛❜❡ts✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❘❋ tr❛♥s♠✐tt❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

s♣❡❝tr❛❧ ♣✉r✐t②✱ ✐✳ ❡✳ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❧❡❛❦❞s ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧✬s s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞✐st✉r❜ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝✐r❝✉✐tr②✱ ❛♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜❛♥❞✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❛r❡ s✉✲
♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳ ❙❡✈❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐ts ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭❋❈❈✮✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ✭❆❈▲❘✮✱ ♦r ❛❞❥❛✲
❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ✭❆❈P❘✮✳ ❚❤❡ ❆❈P❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ♦✈❡r
❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ∆B1 ✐♥ t❤❡ ❛❥❞❛❝❡♥t✴❛❧t❡r♥❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡s✐r❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r

ACPR =

∫ fc+(f1+∆B1)

fc+f1
Sy(f) df

∫ fc+BW/2

fc−BW/2
Sy(f) df

, ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ Sy(f) ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡
♥✉♠❡r❛t♦r ✐♥ ✭✶✳✷✮ ✐s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦✇❡r ✭❆❈P✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❆❈P✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❆❈P❘✱ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣❛rts✱ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥t✴❛❧t❡r♥❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐✳ ❡✳ ✐♥t❡r✈❛❧s [fc + f1, fc + f1 + ∆B1] ❢♦r
✉♣♣❡r ❆❈P❘ ❛♥❞ [fc − f1 −∆B1, fc − f1] ❢♦r ❧♦✇❡r ❆❈P❘✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡
P❙❉ Sy(f) ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ [fc−BW/2, fc+BW/2]✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣✉❛r❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡
❛❧s♦ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❆❈P❘ ✭✶✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❈P❘

✷



✶✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs

✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐✳ ❡✳ [fc+BW/2+fguard, fc+
BW/2 + fguard + BW ]✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❊❱▼✱ t❤❡ ❆❈P❘ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r
♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✧❝♦♠♣❧❡t❡✧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✬s ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

f
fc

P❙❉

Sy(f)

BW

fc + f1

∆B1

fguard

❉❡s✐r❡❞

s✐❣♥❛❧

❆❞❥❛❝❡♥t

❝❤❛♥♥❡❧

✭✉♣♣❡r✮

❆❞❥❛❝❡♥t

❝❤❛♥♥❡❧

✭❧♦✇❡r✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉❡s✐r❡❞✱ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❜❛♥❞ ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❆❈P❘ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥✳

■♥ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡
tr❛❞❡♦✛ t♦ ❡✐t❤❡r s❛❝r✐✜❝❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✾✱ ✶✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♣✉s❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦r❞❡r ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❲✐✲❋✐ ✻ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❛①✱ ❛❧r❡❛❞②
❢♦r❡s❡❡s ❜❛s❡❜❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✻✵▼❍③✱ ❛♥❞ ✶✵✷✹✲◗❆▼✳ ❙✉❝❤ ✇✐❞❡❜❛♥❞
s✐❣♥❛❧s ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❞②♥❛♠✐❝✱ ✐✳ ❡✳ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❘❋✲
P❆✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧✱ ❜✐❛s✐♥❣✱ s✉♣♣❧②✱ ❛♥❞
♠❛t❝❤✐♥❣ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ ♦♣♣♦s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❬✶✷✱✶✸❪✳
❖♥❡ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐♥ ❜❛❝❦✲♦✛

♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s st✐❧❧ ❧✐♥❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② ♣♦♦r ♦✈❡r❛❧❧
s②st❡♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts s✉❝❤ ❛s ❖❋❉▼ ❛♥❞ ❲✐❞❡❜❛♥❞
❈♦❞❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss ✭❲❈❉▼❆✮ ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤ ♣❡❛❦✲t♦✲❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r
r❛t✐♦s ✭P❆P❘✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❬✶✹✱✶✺❪✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❘❋✲P❆
✐♥ ❤✐❣❤ ❜❛❝❦✲♦✛ ♠♦❞❡✱ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✻❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt❧②
♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ P❆P❘ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✼✱✶✽❪✳

✸



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s ✐❞❡❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❘❋✲P❆s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t st✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ❛♥❛❧♦❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✾✱✷✵❪ t♦ ♠♦❞❡r♥ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥✲
❝❡♣ts ❬✼✱ ✶✵✱ ✷✶✱ ✷✶✕✷✹❪✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛ ✜①❡❞ ♣❛rt ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤
❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ❛♥❞ ✈❡r② ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t ❞❡s✐❣♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛♥❛❧♦❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❉P❉✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞✱ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❧✐♥❡❛r✐t② ❬✷✺❪✳ ❉✐❣✐t❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❧② ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐✳ ❡✳ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ♦r ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡
✉s❡❞ ✐♥ ❉P❉ s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✈❛r② ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦
✈❡r② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❬✶✵✱ ✷✻❪✳
❇❡s✐❞❡s ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ t❤❡ s②st❡♠✬s ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s t❤❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ✇❤✐❝❤
❞✐r❡❝t❧② ✉♣✲❝♦♥✈❡rts t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ x̃(t) t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❘❋ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐✳ ❡✳

x̃(t) = xI(t) + i xQ(t), ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ xI(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ xQ(t) t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ✉♣✲
❝♦♥✈❡rt❡❞ ❘❋ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❘❋ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✭✶✳✸✮✱ ✐✳ ❡✳

x(t) = xI(t) cos (2πfct)− xQ(t) sin (2πfct) , ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ fc ✐s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✭❘❋✮ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❉❙P
x̃[k]

✰

Pr❡✲

❉r✐✈❡r

P❆
y(t)

xI [k] xI(t)

xQ[k] xQ(t)

x(t)

LOI

LOQ

❉❆❈

❉❆❈

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

✹



✶✳✷ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs

❙✉❝❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣ ❝✐r✲
❝✉✐tr②✱ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❉❙P ❜❧♦❝❦✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❉❙P ❝✐r❝✉✐ts ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
s❝❛❧✐♥❣✱ s❤r✐♥❦✐♥❣ ✐♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✷✼❪✳
❚❤✉s✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✐s t♦ s❤✐❢t ❉❆❈ ❛♥❞ ❆❉❈ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✜♥❛❧❧② t❛r❣❡t✲
✐♥❣ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❛❞✐♦ s②st❡♠s ❬✷✽❪✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❞✐r❡❝t❧② s❛♠♣❧❡
❛t t❤❡ ❘❋ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐❞❡❛❧❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞
❞❛t❛ ❝♦♥✈❡rt❡rs✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦✇❛r❞s t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❉❆❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❚❤❡s❡
❘❋✲❉❆❈s ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✶✱✸✱✹✱✷✾✱✸✵❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡
st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❘❋✲❉❆❈s✱
s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✇✐t❝❤❡❞✲❝❛♣❛❝✐t♦r ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs ✭❙❈P❆✮ ❬✷✱ ✸✶✕✸✸❪✱ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✸✹❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❡✛♦rt ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ❛s s❡✈❡r❛❧ ✭♣❛s✲
s✐✈❡✮ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✱ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛r❡❛s ❛♥❞
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❙②st❡♠s ♦♥
❈❤✐♣ ✭❙❖❈✮✱ ✇❤❡r❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❞✐❡✳

❉❙P
x̃[k]

✰ P❆
y(t)

xI [k] xI(t)

xQ[k] xQ(t)

x(t)

−

❘❋✲

❉❆❈

LOI

❘❋✲

❉❆❈

LOQ

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❉✐❣✐t❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈ ❬✸❪✳

✶✳✷ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss

❚r❛♥s♠✐tt❡rs

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❘❋✲P❆
✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r F {·}✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❢❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t y(t) ✐s t❤✉s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

y(t) = F {x(t)} , ✭✶✳✺✮

✺



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x(t)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

y(t) = F {x(t)} =
J∑

j=1

θjx
j(t), ✭✶✳✻✮

s✐♥❝❡ ✭✶✳✻✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡s✳ ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❜❡ ❛ ❞✉❛❧✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x(t) = x1(t) + x2(t)

= A1 cos (ω1t) + A2 cos (ω2t) . ✭✶✳✼✮

❙✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s ✭✶✳✼✮ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
✭❘❋✮ s②st❡♠s✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✶✳✼✮ ✐♥t♦ ✭✶✳✻✮ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡❝♦♠❡s

y(t) =θ1 [A1 cos (ω1t) + A2 cos (ω2t)]

+ θ2
[
A2

1 cos
2 (ω1t) + A2

2 cos
2 (ω2t) + 2A1A2 cos (ω1t) cos (ω2t)

]

+ θ3
[
A3

1 cos
3 (ω1t) + A3

2 cos
3 (ω2t) + 3A2

1A2 cos
2 (ω1t) cos (ω2t)

+ 3A1A
2
2 cos (ω1t) cos

2 (ω2t)
]
+ · · · ✭✶✳✽✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t θ1 [A1 cos (ω1t) + A2 cos (ω2t)] ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❛♣♣❡❛r
✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ y(t)✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧
r❡❣r♦✇t❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝tr✉♠ Sy(f) ♦❢ ✭✶✳✽✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

Sy(f )

f
f1 f2

❲❛♥t❡❞

❙✐❣♥❛❧

f1 + f2

2f22f1

f2 − f1

2nd✲♦r❞❡r
❞✐st♦rt✐♦♥s

2nd✲♦r❞❡r
■▼Ps

2f1 − f2 2f2 − f1

f1 + 2f22f1 + f2

3f1 3f2

3rd✲♦r❞❡r
❞✐st♦rt✐♦♥s

3rd✲♦r❞❡r
■▼Ps

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❖✉t♣✉t s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦♥❡s ❛t f1 ❛♥❞
f2✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡s✐r❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✳

✻



✶✳✷ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❚r❛♥s♠✐tt❡rs

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t✐❡s

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x) ✭✶✳✾❛✮

cos3 x =
1

4
(3 cosx+ cos 3x) ✭✶✳✾❜✮

cosx · cos y =
1

2
[cos (x− y) + cos (x+ y)] ✭✶✳✾❝✮

t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠s✱ ♦♠✐tt✐♥❣ θ2✱ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

A2
1

2
[1 + cos (2ω1t)] ✭✶✳✶✵❛✮

A2
2

2
[1 + cos (2ω2t)] ✭✶✳✶✵❜✮

A1A2 [cos (ω1t− ω2t) + cos (ω1t+ ω2t)] . ✭✶✳✶✵❝✮

❚❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥✲
❡r❛t❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ❉❈✱ t✇✐❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛t
ω1 ± ω2✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❘❋✲P❆ ❞❡s✐❣♥s✱
✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐❞❡❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❘❋✲P❆s t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ♠♦r❡
❝r✐t✐❝❛❧✳ ❆❣❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ ✭✶✳✽✮
❜❡❝♦♠❡

A3
1

4
[3 cos (ω1t) + cos (3ω1t)] ✭✶✳✶✶❛✮

A3
2

4
[3 cos (ω2t) + cos (3ω2t)] ✭✶✳✶✶❜✮

3A2
1A2

2

{

cos (ω2t) +
1

2
[cos ((2ω1 − ω2) t) + cos ((2ω1 + ω2) t)]

}

✭✶✳✶✶❝✮

3A1A
2
2

2

{

cos (ω1t) +
1

2
[cos ((2ω2 − ω1) t) + cos ((ω1 + 2ω2) t)]

}

. ✭✶✳✶✶❞✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♦♥❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r❢❡r❡
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t t♦♥❡s ❛t ω1 ❛♥❞ ω2✳ ❈♦♠❜✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ❢♦r ω1 ❣✐✈❡s

θ1A1

(

1 +
3θ3
4θ1

A2
1 +

3θ3
2θ1

A2
2

)

cos (ω1t) , ✭✶✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω1 t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ θ1A1 ❜✉t ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✳✶✷✮✳
■❢ A2 = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛t ω1 ✐s s♦❧❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ❣❛✐♥ θ1 ❛♥❞ θ3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ θ3 ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ θ1 t❤❡♥
t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦♥❡ ❛t ω1 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ θ1✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❡❝✐❜❡❧s ❜② ❬✽❪

Gc = 20 log

∣
∣
∣
∣
θ1

(

1 +
3θ3
4θ1

A2
1

)∣
∣
∣
∣
. ✭✶✳✶✸✮

✼
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❚❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ✶ ❞❇ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✶ ❞❇ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

−1 = 20 log

∣
∣
∣
∣
θ1

(

1 +
3θ3
4θ1

A2
1−1

)∣
∣
∣
∣
. ✭✶✳✶✹✮

Pin

Pout

1 ❞❇

P−1

❛❝t✉❛❧

❖✉t♣✉t

▲✐♥❡❛r

❘❡s♣♦♥s❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤❡ 1 ❞❇ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r P−1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s 1 ❞❇ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ❤❛s s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦♥❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐✳ ❡✳ m · fi✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s m✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ A3

1

4
cos (3ω1t) ♦❢ ✭✶✳✶✶✮ ✐s ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs ❛t

t❤r❡❡✲t✐♠❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ x1(t)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞
✇✐t❤ ✭✶✳✻✮ ♣♦ss❡ss❡s ✉♣ t♦ J✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳
❆♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥s s✉❝❤ ❛s

❘❋✲P❆s✱ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ t♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ✭■▼P✮ ❣❡♥❡r❛t❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ♦✉t✲
♦❢✲❜❛♥❞✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❇❡s✐❞❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s♣❡❝tr✉♠✱ ■▼P ❝❛✉s❡ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❡❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ r❡❣✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s✐♥❣ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✲
✐✜❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♠✐ts✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✭■▼❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❘❋✲P❆s✳
■♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧ t❤❡ m✲♦r❞❡r ■▼P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❡r♠s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f1 ± f2 ✐♥ ✭✶✳✶✵✮ ❛r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ■▼Ps✱ ❛♥❞ t❡r♠s ❤❛✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s 2f1±f2 ❛♥❞ f1±2f2 ❛s ✐♥ ✭✶✳✶✶✮
❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤✐r❞✲♦r❞❡r ■▼Ps✳ ■t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❛t ♦❞❞✲♦r❞❡r
■▼Ps ✇✐t❤ |m1 +m2| = 1 ❢♦r m1 f1 +m2 f2 ❛r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❘❋✲P❆s✳

✽



✶✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❝♦♣❡

✶✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❝♦♣❡

❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ❜② ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t s❤❛❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❤❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ s❤❛❧❧ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❛❧s♦ ❢♦r ✇✐❞❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✭❉P❉✮ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❉P❉ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧②✱ ✐✳ ❡✳
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s r❡✢❡❝t ♦♥❧② t❤❡

✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❝❡ ❬✷✻✱ ✸✺❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ s✉❢✲
✜❝✐❡♥t ❢♦r ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ s✐♠✲
✉❧❛t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■♥ ❡❛r❧② ❞❡s✐❣♥
♣❤❛s❡s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦r ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❙P■❈❊ ❛❧❧♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦♥ tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♥✈❡rt❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡
❘❋✲❉❆❈✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥s✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
✐♥ t❤❡ ❢❡✇ ▼❍③ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❋ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛t s❡✈❡r❛❧ ●❍③✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ❝✐r❝✉✐ts✱ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ st✉❞②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts r❡q✉✐r❡s ✐♥✲
t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❜✉t
st✐❧❧ ❝✐r❝✉✐t r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇✲
❡r✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♥♦t ♦♥❧②
✐♥t❡r♥❛❧ ✇❡❛❦♥❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s
s✉❝❤ ❛s s✉♣♣❧② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳
❙✐♠✐❧❛r ❛s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❛♣♣r♦❛❝❤

♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉P❉ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✉♥✲
❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛
✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t
❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉t✐❧✐③❡s t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ r❡❝r❡❛t❡s t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞
♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t
s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❧❡ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❧❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱

✾



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣✉r❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ r❡❧❛①❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧❧② str✐❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈✳

✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❈❤❛♣t❡r ✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s
❛♥❞ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t❡r♠s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❛♥❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲

❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r✐❣✐♥s ♦❢ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r
♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❘❋✲P❆s✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❢r♦♠ st❛t✐❝ t♦ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ♦♥❡s✱ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❉P❉ s②st❡♠s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♦✉t♣✉t ✐s st✐❧❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡

❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✈❡❞
t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲t♦✲❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭❆▼✲❆▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲t♦✲♣❤❛s❡ ✭❆▼✲P▼✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧s♦ ❡①t❡r♥❛❧
♥♦♥✐❞❡❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② ♠✐s♠❛t❝❤✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r✳
❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛✲

♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✐✳ ❡✳
✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ❞✐❣✐t❛❧
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✲✐♥s♣✐r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥✲
❝❡♣t✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❙◆❉P❉✮✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❈❤❛♣t❡r ✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✺ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✜❣✉r❡s✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✵



✶✳✺ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

P❛t❡♥t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤ ❛♥❞ ❉✳ ●r✉❜❡r✱ ✧❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛t ❞✐❣✐t❛❧
t♦ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡rs✱✧ ❋❡❜✳ ✷✵✱ ✷✵✶✽✱ ❯✳❙✳ P❛t❡♥t ✾✱✾✵✵✱✵✶✻

P❡❡r✲❘❡✈✐❡✇❡❞ ❏♦✉r♥❛❧ P❛♣❡rs

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ❏✳ ▼❛r❦♦✈✐❝✱ P✳ ❖❜♠❛♥♥✱ ❏✳ ❋r✐t③✐♥✱ ❏✳ ❩❛❧❡s❦✐✱ ❈✳ ▼❛②❡r✱ ▼✳
❋✉❧❞❡✱ ❍✳ Pr❡t❧✱ ❆✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉❡♠❡r✱ ✧❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲
❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋ ❉❆❈s✱✧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞
❙②st❡♠s ■✿ ❘❡❣✉❧❛r P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✶✸✹✷✲✶✸✺✸✱ ❏✉♥✳ ✷✵✶✼✳

P❡❡r✲❘❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ Pr❡s❡♥t❡❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ P❛♣❡rs

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ●✳ ❑♥♦❜❧✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉❡♠❡r✱ ✧❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡
▼♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❙✇✐t❝❤❡❞✲❈❛♣❛❝✐t♦r P♦✇❡r ❆♠♣❧✐❢❡r✱✧ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❙❈❆❙✮✱ ▼❛② ✷✵✶✺✱ ♣♣✳ ✶✲✹✳

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ❉✳ ●r✉❜❡r✱ ▼✳ ▲✉♥❣❧♠❛②r✱ ❊✳ ❚❤❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉❡♠❡r✱
✧❉✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❢♦r ❙✇✐t❝❤❡❞✲❈❛♣❛❝✐t♦r
P♦✇❡r ❆♠♣❧✐✜❡rs✱✧ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭◆❊❲❈❆❙✮✱ ❏✉♥✳ ✷✵✶✻✱ ♣♣✳ ✶✲✹✳

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ▼✳ ❑❛❧❝❤❡r✱ ❉✳ ●r✉❜❡r✱ ▼✳ ▲✉♥❣❧♠❛②r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉❡♠❡r✱
✧▼♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ r❢✲❞❛❝s ✇✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
♠♦❞❡❧✱✧ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s
✭■❙❈❆❙✮✱ ▼❛② ✷✵✶✾✱ ♣♣✳ ✶✲✺✳

• P✳ ❱❛❧❡t✱ ❉✳ ●✐♦tt❛✱ ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤ ❛♥❞ ❆✳ ❚♦♥❡❧❧♦✱ ✧❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡
▼♦❞❡❧ ❢♦r ❍✐❣❤ ❙♣❡❡❞ ❈✉rr❡♥t✲❙t❡❡r✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧✲t♦✲❆♥❛❧♦❣ ❈♦♥✈❡rt❡r✱✧ ✐♥
Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❙❈❆❙✮✱
▼❛② ✷✵✶✾✱ ♣♣✳ ✶✲✺✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❚❛❧❦s

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ✧❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋ ❉❆❈s✱✧ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❙✲
❈❆❙✮✱ ▼❛② ✷✵✶✽✳

❏♦✉r♥❛❧ P❛♣❡rs ✉♥❞❡r ❘❡✈✐❡✇

• ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ▼✳ ❑❛❧❝❤❡r✱ ❍✳ ❊♥③✐♥❣❡r✱ ❉✳ ●r✉❜❡r✱ ▼✳ ▲✉♥❣❧♠❛②r✱ ▼✳
❍✉❡♠❡r✱ ✧❆ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❊✛❡❝ts
❢♦r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✱✧ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✶





✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡rs ✭❘❋✲❉❆❈s✮ s❤✐❢ts
t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢✉rt❤❡r t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✉s❝❤❛s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❉❆❈
❛♥❞ ❛ ♠✐①❡r ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❘❋
tr❛♥s♠✐tt❡rs ❬✸✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❞✐❡✱ ❞❡✲
❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭❡①t❡r♥❛❧✮ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
♦❢ s❝❛❧❡❞ ❈▼❖❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❢❛st ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❞✐❣✐✲
t❛❧ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉rr❡♥t st❡❡r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❬✷✾❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❞✐r❡❝t❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❘❋✲❉❆❈s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❨♦♦ ❡t
❛❧✳ ❬✸✵✱✸✷✱✸✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✇✐t❝❤❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝✐r❝✉✐ts✱ s❤♦✇✐♥❣ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✇✐t❝❤❡❞✲❝❛♣❛❝✐t♦r
♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❙❈P❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱
✉s❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r✳
❚❤❡ ✭❞✐✈✐s✐♦♥✮ r❛t✐♦ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t✲
❛❣❡✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❘❋ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡❡r✐♥❣ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛
r❡s♦♥❛♥t ❝✐r❝✉✐t ❛t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s s❡r✈❡s ❛❧s♦ ❛s ❛♥ ❘❋ ❜❛♥❞♣❛ss
✜❧t❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣❛✐♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢
♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡rs ♦r ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❘❋✲P❆ ❬✹✕✻❪✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥✲

❝❡♣t ♦❢ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s②st❡♠✲r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤
❛s ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
♦r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✸



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✶✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

❙✇✐t❝❤❡❞✲❝❛♣❛❝✐t♦r ✭❙❈✮ ❝✐r❝✉✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠❛♥✲
♥❡rs s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❬✸✽❪✱ ✐♥ ♠✐①❡❞✲s✐❣♥❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✸✾❪✱ ❛♥❞ r❡❝❡♥t❧②
❛s ❙❈P❆s ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✵✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✹✵❪✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉✐t t♦♣♦❧♦❣② ❜❡❝❛♠❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s s✐♥❝❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ❛r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❝✐r❝✉✐ts ✭■❈s✮✳ ❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❆▼✲❆▼
❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❧✐♥❡❛r✐t② ❬✹✱✸✵❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝♦♠♣r✐s❡s N ❝❡❧❧s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r Ci✱

✇✐t❤ 1 ≤ i ≤ N ✱ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥✈❡rt❡r✱ ❛♥❞ ❛ ◆❆◆❉✲❣❛t❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❊s✲
s❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐t ❢♦r♠s ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r✱ s✇✐t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ ❛t t❤❡ ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝② fLO✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ (d1, ..., dN) ✐s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ◆❆◆❉✲❣❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ✭❉❋❊✮✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
❝❡❧❧s✱ ✐✳ ❡✳

n =
N∑

i=1

di, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃[k] t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t s✇✐t❝❤❡❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❣r♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r ❤✐❣❤✲❡♥❞ ♠♦❜✐❧❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❜✐♥❛r②✲✇❡✐❣❤t❡❞
❝❡❧❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✶✺✲❜✐t ❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ 210 ✉♥✐t❛r②
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ 5 ❜✐♥❛r②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❡❧❧s ❬✹❪✳

C1

C2

CN

L

R
+

−
vDAC

▼❛t❝❤✐♥❣

◆❡t✇♦r❦

vo

VDD

▲❖

❉❋❊
x̃[k] d1

dN

d2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

❋♦r ✐❞❡❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝✐r❝✉✐t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛ ♥✉♠❜❡r n ♦✉t ♦❢ N ❝❛♣❛❝✐t♦rs t♦❣❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♥❞

✶✹



✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

❛♥❞ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ VDD✱ ✭❞✐s✮❝❤❛r❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✭sq✉❛r❡ ✇❛✈❡✮ ▲❖
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ (N − n) ❝❛♣❛❝✐t♦rs r❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❣r♦✉♥❞✳

VDD

C1

ZSW

Zi

VDD

C2

VDD

Cn Cn+1

v0

CN

L

Rl

−

+

vDAC

ZTh

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆rr❛② ♦❢ N ❝❛♣❛❝✐t♦rs Cu✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠✲♣❧❛t❡s ♦❢ n ❝❛♣❛❝✐t♦rs t♦❣❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣❧②
VDD ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❧❡ (N − n) ❝❛♣❛❝✐t♦rs r❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❣r♦✉♥❞✳

❆♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❡❧❧ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❢r❛♠❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱
✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♦✉t♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

Zi =
1

jωCi

. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ s✇✐t❝❤ r❡s✐st❛♥❝❡ Zsw ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
✭❚❤❡✈❡♥✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❘❋✲❉❆❈ ❛rr❛②✱ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤✐♥❣
♥❡t✇♦r❦✱ ✐s

ZTh =
1

N
· 1

jωCi

=
Zi

N
=

1

jωCtot

, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛rr❛② ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱ Ctot =
∑N

i=1Ci✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s n✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐t❛r②✱ ✐✳ ❡✳

C1 = C2 = . . . = CN = Cu✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛rr❛② ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s

Ctot =
N∑

i=1

Ci = N · Cu. ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❡❧❧✲❛rr❛②✱ ✐✳ ❡✳ ✇✐t❤♦✉t ♠❛t❝❤✐♥❣
♥❡t✇♦r❦✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ v0 ♦✈❡r t❤❡ (N − n) ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ v0 ✐♥t♦ ✐ts ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ②✐❡❧❞s ❬✹✶❪

v0(t) = VDD
n (t)

N

(

1

2
+

2

π

∞∑

k=1

sin ((2k − 1)ωLOt)

2k − 1

)

, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ fLO = ωLO/2π ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳
❚♦ r❡st♦r❡ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠✱ ❛♥ ✭✐❞❡❛❧✮ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t L = (ω2

LO · C)−1 ✐s
✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♦♥❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❛rr❛② Ctot ❛t t❤❡ ▲❖✬s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡
❢r❡q✉❡♥❝② fLO✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ s❡r✐❡s ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r
✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ s✇✐♥❣

vDAC(t) =
2

π
VDD

n (t)

N
sin (ωLOt) . ✭✷✳✻✮
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✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❛t t❤❡ ▲❖✬s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fLO✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r
❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✭❖▼◆✮✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

❘❋✲❉❆❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

VDAC =
( n

N

) 2

π
VDD. ✭✷✳✼✮

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r
r❛t✐♦

VDAC =

(∑n
i=1Ci

Ctot

)
2

π
VDD, ✭✷✳✽✮

♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ xon

VDAC = (xon)
2

π
VDD, ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡
xon =

n

N
. ✭✷✳✶✵✮

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✭✷✳✼✮✲✭✷✳✾✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦♣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞

str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ♦♥❧② ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ❛rr❛② ♦❢ N ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♠✲
♣♦s❡s s❡✈❡r❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s s✉❝❤ ❛s ❜❛❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❤✐❣❤ ▲❖ ❧❡❛❦❛❣❡✱ ❛♥❞
❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ ❬✸❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s✱ ♥♦✇❛❞❛②s ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❋♦r t❤✐s✱
❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ 180◦ ❞❡❣r❡❡ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ▲❖✳
❍❡♥❝❡✱ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐❣✐t❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣
❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r
❛rr❛②s ♠✉st s✇✐t❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❚❤❡ ♥♦♥✲s✇✐t❝❤❡❞ ♣❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❛rr❛② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛

tr❛♥s❢♦r♠❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✱
♣❡r❢♦r♠s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦❧t❛❣❡
s✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞ ✭❛♥t❡♥♥❛✱
P❆✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
str✉❝t✉r❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞
♦♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ❖✉t♣✉t P♦✇❡r ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥❝②

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝❧❛ss✲❉ P❆✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✇❡r✲❛❞❞❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭P❆❊✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞

✶✻



✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

d1

d2

d3

dN

▲❖

d1

d2

d3

dN

LO

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❚❤❡✈❡♥✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ❬✸✵❪

PAEideal =
Pout

Pout + PSC

, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Pout ✐s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦✈❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r Rl✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
♣♦✇❡r ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ✭✷✳✼✮ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pout =
2

π2

( n

N

)2 V 2
DD

Rl

. ✭✷✳✶✷✮

PSC ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛②✱
✐✳ ❡✳

PSC = Cin V
2
DD fLO, ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Cin r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥♣✉t ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭♥♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✮ s❡❡♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐❞❡❛❧ s✇✐t❝❤❡s✱ ✐✳ ❡✳

Cin =
Con · Coff

Con + Coff

=
nCu · (N − n)Cu

nCu + (N − n)Cu

=
n(N − n)

N
Cu ✭✷✳✶✹✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ❛t ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐❞❡❛❧❧② ✵✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s ❡✐✲
t❤❡r xon = 0 ♦r xon = 1✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ t❤❡ P❆❊ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✶✮ ❝❛♥ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ ✶✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ P❆❊ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✭✐♥❞✉❝✲
t♦r✮✳ ❨♦♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ P❆❊ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r
✭◗✲❢❛❝t♦r✮ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❘▲❈ r❡s♦♥❛♥t ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ◗✲❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

Qloaded =
2π fLO L

Rl

=
1

2π fLOCtot L
. ✭✷✳✶✺✮

✶✼



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❆❊ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t♦

PAEideal =
4n2

4n2 + π n(N−n)
Qloaded

. ✭✷✳✶✻✮

■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ron ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥✈❡rt❡rs✱ P❛ss❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪
❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ t♦

η =
PR

PR + PSW + Pron

✭✷✳✶✼❛✮

=
α

β (1 + α)2 + (1 + α)
, ✭✷✳✶✼❜✮

✇❤❡r❡ α r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ s✇✐t❝❤ ✭◆▼❖❙✴P✲
▼❖❙✮ r❡s✐st❛♥❝❡

α =
Rl

ron
, ✭✷✳✶✽✮

❛♥❞ β ✐s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡r

β =
2 ron PSW

2
π
VDD

, ✭✷✳✶✾✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

n
N
VDD

ron
Ctot L

Rl

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❚❤❡✈❡♥✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

✷✳✶✳✸ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♣♦❧❛r ♦r q✉❛❞r❛t✉r❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱
❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ■♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❉❋❊ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❈❖❘❉■❈ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ♣♦❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s
❛s ✐♥ ✭✷✳✾✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐✳ ❡✳ xon = |xI + j xQ|✳ ❚❤❡
♣❤❛s❡✱ φ = tan−1

(
xQ

xI

)

✱ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧②

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✲❧♦♦♣ ✭❉P▲▲✮ ❝✐r❝✉✐t ❬✹✸❪✳ ❉✉❡ t♦ str✐♥❣❡♥t

✶✽



✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳ ❡✳ ✹● ❛♥❞ ✺●✱ t❤❡ ❉P▲▲✬s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❥✐tt❡r ♠✉st ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✶✵✵ ❢s
r❛♥❣❡ ❬✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s✐❣♥❛❧s ♣♦ss❡ss ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t♦
✶✵ t✐♠❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡✐r q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❬✹✹❪✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ s♣❧✐t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ ♣❛t❤s ♠✉st ❜❡
❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ▲❖ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
❛t t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ▼✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❋♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛rr❛② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s

s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❤❛❧❢s✳ ❖♥❡ ❤❛❧❢ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❛t❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❢♦r t②♣✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❛t❛ ✐s ♠✐①❡❞ ❜② ❛ 90◦ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ▲❖✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺❛✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡
❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❉❋❊✳ ◆♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ P▲▲ ♠✉st ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t✇♦ ✜①❡❞ ❝❧♦❝❦ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ 90◦ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ ❝❧♦❝❦ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❧♦❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❤❛s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝✐r❝✉✐ts ❬✹✺✱ ✹✻❪✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s ❢♦r ❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s

VDAC,IQ =
1√
2

(
nI + nQ

N

)
2

π
VDD, ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ nI ❛♥❞ nQ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❢♦r ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❡❧❧s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ 1√

2
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ 90◦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡

❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ✐✳ ❡✳ nI = nQ = N
2
✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s

VDAC,IQ =
1√
2

2

π
VDD, ✭✷✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✸ ❞❇ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧❛r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❡❧❧ s❤❛r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡

❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ❬✺✱✻✱✹✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✜①❡❞ ❢♦r ■ ♦r ◗ ❞❛t❛
❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛t❛
str❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ st✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✷✳✷✵✮✱ ❛❧❧♦✇s t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✭✷✳✼✮
✐❢ nI = N ❛♥❞ nQ = 0✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❛s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✭✐❢
❛❧❧ ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❝❡❧❧s✮ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛t❛
❛♥❞ ▲❖ s✐❣♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ❝❡❧❧ s❤❛r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

s✉♠ ♦❢ 90◦ ✭♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ✈❡❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r✱

✶✾



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✱
✐✳ ❡✳ ❜② ✉s✐♥❣ ▲❖ ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t 90◦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❛s❡s ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❙❈P❆ ✭▼P✲❙❈P❆✮ ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥ ▼P✲❙❈P❆ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

VDAC,MP =
sin
[
(M − 2) π

M

]

∣
∣sin

(
2π
M

− φ
)∣
∣+ |sin |φ|| , ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ φ ✐s t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♣♦✇❡r ❧♦ss✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐s −0.69 ❞❇ ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❤t✲♣❤❛s❡
♦r −0.17 ❞❇ ❢♦r ❛ ✶✻✲♣❤❛s❡ ▼P✲❙❈P❆ s②st❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❉❙P✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rt✱ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❖ ♣❤❛s❡s t✐❣❤t❡♥s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛t❤s✳

❉
❋
❊

✰
vDAC(t)

❘❋✲

❉❆❈

xI [k]

▲❖

+90◦❘❋✲

❉❆❈xQ[k]

−

✭❛✮

❉
❋
❊

❘❋✲

❉❆❈

|x̃[k]|

❉P▲▲

∠x̃[k]

▲❖

vDAC(t)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ●❡♥❡r✐❝ ❈▼❖❙ ❘❋ tr❛♥s♠✐tt❡rs ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐ts✳ ✭❛✮ ◗✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✭❜✮ P♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✷✳✶✳✹ ❙✐❣♥❡❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧
t♦ ❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ♦✉t♣✉t
♣❤❛s♦r ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐s n ≥ 0 ∀t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ▼P✲❙❈P❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s t❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡
❉P▲▲ ❬✸❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✈✐r✲
t✉❛❧ ❣r♦✉♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ s❡✈❡r❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❣♥❡❞ ♣♦❧❛r
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋✉❧❞❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✱✹✸❪✳ ❆ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s
❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ 180◦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ c eiφ = −c ei(φ+π)✳ ❋♦r
▲❖ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ 50✪ ❞✉t② ❝②❝❧❡ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

✷✵



✷✳✶ ❚❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

✉s✐♥❣ ❛♥ ❳❖❘ ❣❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s✐❣♥ ❜✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
▲❖ s✐❣♥❛❧s ♣♦ss❡ss ❛ ✜①❡❞ ♣❤❛s❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst
q✉❛❞r❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❇② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
▲❖ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧s♦
t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ q✉❛❞r❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
♣❧❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❬✹✾❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜②
❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ❜✉t r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❡❞❣❡ ❬✺✵❪✳

✷✳✶✳✺ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❊✛❡❝ts

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠
✐♥t❡r♥❛❧ ♦r ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧ r♦♦t ❝❛✉s❡s ❛r❡✱ ❛s ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ❝✐r❝✉✐ts✱ ♠✐s✲
♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥
t❤❡ ❝❡❧❧ ❛rr❛② ❛♥❞ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❋♦r
❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✕✺✱✸✵✱✸✶✱✸✼✱✺✶✱✺✷❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥✲

st❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧s ♦r ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉♥✇❛♥t❡❞ s♣✉rs ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❬✹✾❪✳
❙✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s✳
❆♥♦t❤❡r ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

P▼❖❙ ❛♥❞ ◆▼❖❙ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥✈❡rt❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧✳
❯♥❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧ ❛rr❛②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❤❛s❡✱ ❝❛✉s✐♥❣
❆▼✲P▼ ❬✸✵❪ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳
❊①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡

t❤❡ ✭❉✮P▲▲ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ▲♦♥❣ t❡r♠ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ P▲▲ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱
♣♦❧❛r ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✭r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❉P▲▲
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐s t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ VDD ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t♦ ❛♥❛❧♦❣
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t♦
❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s t❤❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ VDD ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✻✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧♦✇✲❞r♦♣♦✉t ✭▲❉❖✮
r❡❣✉❧❛t♦rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ st❛❜❧❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
r❛♥❣❡ ❬✹❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❉P❉✮ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②
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✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧
❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❉P❉ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠

▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❘❋✲P❆s✱ ❡✐t❤❡r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞
s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠♦❜✐❧❡ ❝❧✐❡♥ts✱ r❡q✉✐r❡ ❜♦t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧s♦ ❛ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡
✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❘❋✲P❆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❬✺✸❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ✐✳ ❡✳ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✱ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉P❉ ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭P❆✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❡♠♦r②❧❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✱ ❛❜❧❡ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✭❞✐❣✐t❛❧✮ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❘❋✲P❆ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
r❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❣❛✐♥✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❧✐♥❡❛r✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧
❣❛✐♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆
❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ■❢ t❤❡ P❆ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ F : x(t) → y(t) ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

y(t) = F {x (t)} =
J∑

j=1

aj · xj (t) , ✭✷✳✷✸✮

t❤❡♥ a1 ·x(t) ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧❧ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s aj ·
xj (t) ❢♦r j = 2, . . . , J r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❉P❉ FDPD : x(t) → v(t) s❤♦✉❧❞ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳

y(t) = F {v (t)} = F {FDPD {x (t)}} , ✭✷✳✷✹✮

❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥

y(t) = a1 · x(t). ✭✷✳✷✺✮
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✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

x(t) ❉P❉ P❆ y(t)
v(t)

Pin

Pout

Pin

Pout

Pin

Pout ❉P❉

P❆

❖✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉P❉✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❆t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ t❤❡ ✭✐❞❡❛❧✮ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x(t)
✐s ❞✐r❡❝t❧② ❢❡❞ t♦ t❤❡ P❆✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳
❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ✜rst ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❉P❉✱ ❛❞❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ P❆✬s ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ P❆✬s ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❡❣r♦✇t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❉P❉ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝ts ❢♦r ✐♥✲❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳

f

Sx(f)

s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞

f

Sy(f)

f

Sv(f)

s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞

f

Sy(f)

P❆
x y

❉P❉
x v

P❆
v y

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❉P❉ ❛❧s♦ ❤❛s ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ♦r ❜❡tt❡r ❡①♣r❡ss❡❞✿ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐st♦r✐t♦♥ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❉❙P✳ ❋✐rst✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✱
t❤✉s ❝❛✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t✲
♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❉P❉ ❤❡❧♣s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r r❛♥❣❡
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✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❘❋✲P❆✬s ♦✉t♣✉t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
❜② ♦t❤❡r ✭❡①t❡r♥❛❧✮ r❡❛s♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❡t❝✳✱ ❛♥❞ t❤✉s st❛rts
❝❧✐♣♣✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ ❉P❉ ♠✉st ♥♦t
❞r✐✈❡ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐♥t♦ ❝❧✐♣♣✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❣❛✐♥ ❢♦r ✐♥♣✉t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
♥❡❛r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ P❆P❘ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❞❡s✐❣♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❉P❉
❝❛s❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧✐❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛t❤✳ ■♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ t❤❡ ❉P❉ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤✐♣✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛r❡❛
❛♥❞ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❛rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡❝❡✐✈❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ P❆✬s ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥t
tr❛✐♥✐♥❣✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠
♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✷✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧s

▼♦❞❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r②❧❡ss
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳ ▼❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s tr❡❛t t❤❡ ❘❋✲P❆✬s ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s st❛t✐❝✳ P✉r❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ✭✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✮ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥❧②✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
▼♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛❧s♦ ♣❤❛s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡✲
❢❡rr❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ P❆ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳ ❡✳
✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜rst ③♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❉P❉ ♦❢ ✭q✉❛s✐✲✮♠❡♠♦r②❧❡ss

♠♦❞❡❧s ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ❘❋✲P❆✬s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ✇✐❞❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s✱
✐✳ ❡✳ ✷✵▼❍③ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❬✽✱ ✶✵✱ ✸✺❪✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❣❡♥❡r✲
❛t❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❬✶✶✱ ✸✺❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❋■❘ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❱✐t♦ ❱♦❧t❡rr❛ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② ◆♦r❜❡rt ❲✐❡♥❡r ❬✺✺❪✳ ❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ t❤♦✉❣❤
✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ♦❢ ❘❋✲P❆✬s
❛♥❞ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣ts✳

✷✹



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

◆❛rr♦✇❜❛♥❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧
♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ❘❋ s✐❣♥❛❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛
✈✐rt✉❛❧ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ♣❡r❢❡❝t❧② s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❡①❝❡♣t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fc± fSR ❬✾✱✸✺✱✺✻❪✱ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ fSR s♣❡❝✐✜❡s
t❤❡ ❜❛♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ r❡✲
❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❘❋✲P❆✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ❉P❉✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
❘❋✲P❆✳ ❖♥✲❝❤✐♣✱ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ③♦♥❛❧ ✜❧t❡rs
✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭♠✐①❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
r❡❝❡✐✈❡r✳

③♦♥❛❧ ✜❧t❡r

x(t) y(t)
v(t)

P❆

fc

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r✱ ✐✳ ❡✳ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ P❆ s✉❝❤ t❤❛t
♦♥❧② s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc r❡♠❛✐♥✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧

y(t) = Re
{
ỹ(t) ej 2π fc t

}

= yA(t) cos [2π fc t+ ϑ (t)] , ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡
ỹ(t) = yA(t) e

j ϑ(t). ✭✷✳✷✼✮

yA(t) ❛♥❞ ϑ (t) ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t
✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❋✲P❆✱ ✐✳ ❡✳ ♥♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
❤❛r♠♦♥✐❝s ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♦✲❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ỹ(t) ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃(t)
s❤❛❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② F̃ ✱ s✉❝❤ t❤❛t

ỹ(t) = F̃ {x̃(t)} , ✭✷✳✷✽❛✮

✇❤❡r❡ ỹ(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ♦✉t♣✉t✱ ♦♥❧②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡✳ ❈♦♥❝❧✉s✐✈❡❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳ ❡✳ F̃ {·} 6= F {·} ❬✶✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✷✺



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣❛ss❜❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✇❤❡r❡
·̃ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❘❋
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❉P❉ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s✳

▼❡♠♦r②❧❡ss ❛♥❞ ◗✉❛s✐✲▼❡♠♦r②❧❡ss ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s

❆ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❜❛♥❞♣❛ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

y(t) = F [x (t)] , ✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ F (·) ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛ss❜❛♥❞
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x(t) t♦ t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ F : x → y✱ ✇❤❡r❡ x, y ∈ R✳
❚❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x(t) ✐s

x(t) = |x̃(t)|+ cos [2πfct+ ϕ(t)] , ✭✷✳✸✵✮

✇✐t❤

|x̃(t)| =
√

x2I(t) + x2Q(t), ✭✷✳✸✶❛✮

ϕ(t) = tan−1

[
xQ(t)

xI(t)

]

✭✷✳✸✶❜✮

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ t ✐s s♦❧❡❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ ♠❡♠♦r②✳ ■♥
❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❞②✲
♥❛♠✐❝✮ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t y(t) ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ x(t)✳
▼❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❬✼✱ ✸✺❪✱ ✐✳ ❡✳

y(t) = f [|x̃(t)|] cos (2πfct+ ϕ(t)) , ✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ y(t) r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ③♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❆▼✲
❆▼✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭✷✳✸✽✮ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ str✐❝t❧②✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ■♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ t❡r♠ ♠❡♠♦r②❧❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ str✐❝t❧②✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦r
❆▼✲P▼ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✭✷✳✸✷✮ ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ s✉❝❤ ❛ ♣❛ss❜❛♥❞ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

y(t) = f [|x̃(t)|] cos (2πfct+ ϕ(t) + g [|x̃(t)|]) , ✭✷✳✸✸✮

✷✻



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✇❤❡r❡ f [|x̃(t)|] ✐s t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ g [|x̃(t)|] t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱
✐✳ ❡✳ t❤❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✷✳✸✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥♣✉t✲
♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❜❛♥❞♣❛ss s✐❣♥❛❧s✴s②st❡♠s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ f [|x̃(t)|] ❛♥❞ g [|x̃(t)|] ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲
✐t✐❡s✱ ✭✷✳✸✸✮ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳
❋♦r s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧②

♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜❛s❡❜❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✸✸✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ỹ(t) = f [|x̃(t)|] ei g[|x̃(t)|] ei ϕ(t), ✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡

y(t) = Re
{
ỹ(t) ei 2πfct

}

= Re
{
f [|x̃(t)|] ei ϕ(t)+i g[|x̃(t)|] ei 2πfct

}
. ✭✷✳✸✺✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✭✷✳✸✹✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠ ❬✽❪

yI(t) = f [|x̃(t)|] cos (g [|x̃(t)|] + ϕ(t)) , ✭✷✳✸✻❛✮

yQ(t) = f [|x̃(t)|] sin (g [|x̃(t)|] + ϕ(t)) . ✭✷✳✸✻❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❜ s❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r
❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♣❛ss❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❚❛②❧♦r ✭♣♦✇❡r✮ s❡r✐❡s ❬✽❪

y(t) = F [x (t)] =
∞∑

j=1

αj x
j(t), ✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✭✷✳✸✼✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ J ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠s

y(t) = F [x (t)] ∼=
J∑

j=1

αj x
j(t), ✭✷✳✸✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♣❛ss❜❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✺✼✱ ✺✽❪✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ ❛ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✷✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✽✮ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r✲
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❝r♦ss✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡s❡♥s✐t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✼✱

✺✼✱✺✾❪

ỹ(t) =
J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

α̃j x̃(t) |x̃(t)|j−1, ✭✷✳✸✾✮

✷✼



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

| · |x̃(t)

x̃(t)
|x̃(t)|

f(·)

g(·) ei(·)

ỹ(t)

✭❛✮

| · |x̃(t)

f(·)

g(·) +

cos(·)

i sin(·)

∠(·)

+

ỹ(t)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✭❛✮ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✇❤❡r❡

α̃j = αj
1

2j−1

(
j

j−1
2

)

. ✭✷✳✹✵✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✽✮✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✾✮ ✐s ❛
str✐❝t❧② ♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧ ✐❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α̃j ❛r❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦❞❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ❛s ♦♥❧② t❤❡s❡ t❡r♠s ❣❡♥❡r❛t❡
❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s

x(t) = Re
{
|x̃(t)| ei ϕ(t) ei ωct

}

= Re
{
x̃(t) ei ωct

}

=
1

2

[
x̃(t) ei ωct + x̃∗(t) e−i ωct

]
. ✭✷✳✹✶✮

✷✽



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✹✶✮ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✽✮ ②✐❡❧❞s

y(t) =
J∑

j=1

aj
1

2j
[
x̃(t) ei ωct + x̃∗(t) e−i ωct

]j
. ✭✷✳✹✷✮

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛♥❞ ♦♠✐t✲
t✐♥❣ (t) ❢♦r ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ❣✐✈❡s

j = 1 : x̃ ei ωct + x̃∗ e−i ωct ✭✷✳✹✸❛✮

j = 2 : x̃2 ei 2ωct + x̃∗2 e−i 2ωct + 2 x̃ x̃∗ ✭✷✳✹✸❜✮

j = 3 : x̃3 ei 3ωct + x̃∗3 e−i 3ωct + 3 x̃2 x̃∗ ei(2ωct−ωct) + 3 x̃ x̃∗2 ei(ωct−2ωct) ✭✷✳✹✸❝✮

j = 4 : x̃4 ei 2ωct + x̃∗4 e−i 2ωct + 4 x̃3 x̃∗ ei(3ωct−ωct)

+ 4 x̃ x̃∗3 ei(ωct−3ωct) + 6 x̃ x̃∗ ✭✷✳✹✸❞✮

j = 5 : x̃5 ei 5ωct + x̃∗5 e−i 5ωct + 5 x̃4 x̃∗ ei(4ωct−ωct) + 5 x̃ x̃∗4 ei(ωct−4ωct)

+ 10 x̃3 x̃∗2 ei(3ωct−2ωct) + 10 x̃2 x̃∗3 ei(2ωct−3ωct) ✭✷✳✹✸❡✮

❖♥❧② ♦❞❞✲♦r❞❡r t❡r♠s r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ♦✉t♣✉t✱
✐✳ ❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐s e±i ωct✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❧② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ x̃j x̃∗l ✇✐t❤
|j − l| = 1 ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
✭✷✳✹✸✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛ ③♦♥❛❧ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❝❛rr✐❡r ❢♦❧❧♦✇s t♦

y(t) =
J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

αj
1

2j

(
j

j−1
2

) [

x̃(t) |x(t)|j−1 ei ωct + x̃∗(t) |x(t)|j−1 e−i ωct
]

. ✭✷✳✹✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ỹ(t) =
J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

α̃j x̃(t) |x̃(t)|j−1, ✭✷✳✹✺✮

✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α̃j ❛s ✐♥ ✭✷✳✹✵✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ♦❞❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✽✮ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♦✉t♣✉t
s✐❣♥❛❧ ỹ(t)✳
❚❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♣❛ss❜❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ q✉❛s✐✲

♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r t❤❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❬✺✽❪

y(t) =
J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

αj x
j
I(t)−

J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

βj x
j
Q(t), ✭✷✳✹✻✮

✷✾



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✇❤❡r❡

xI = Re
{
x̃(t) eωct

}
✭✷✳✹✼❛✮

xQ = Im
{
x̃(t) eωct

}
✭✷✳✹✼❜✮

✭✷✳✹✼❝✮

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧

ỹ(t) =
J∑

j=1

j ✐s ♦❞❞

γ̃j x̃(t) |x̃(t)|j−1, ✭✷✳✹✽✮

❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ̃j ∈ C

γ̃j = (αj + i βj)
1

2j−1

(
j

j−1
2

)

. ✭✷✳✹✾✮

❚❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❛♥❞ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦♥❧②
✐♥❝❧✉❞❡ ♦❞❞✲♦r❞❡r t❡r♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❊♥③✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽✱ ✻✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ❉P❉✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛✐r ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♣❛ss❜❛♥❞ ❛♥❞ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r t❡r♠s✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

y(t) =
∑

j∈J
αj xI(t) |xI(t)|j−1 −

∑

j∈J
βj xQ(t) |xQ(t)|j−1 ✭✷✳✺✵❛✮

ỹ(t) =
∑

j∈J
γ̃j x̃(t) |x̃(t)|j−1 ✭✷✳✺✵❜✮

✇✐t❤

γ̃j = (αj + i βj)
2√
π

Γ
(
j+2
2

)

Γ
(
j+3
2

) . ✭✷✳✺✶✮

❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞
t♦✱ t❤❡ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛♣♣ ♠♦❞❡❧ ❬✻✶✱ ✻✷❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞
♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❙❛❧❡❤ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛✈❡❧✐♥❣✲✇❛✈❡✲t✉❜❡ ✭❚❲❚✮ ❛♠♣❧✐✲

✜❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✜♥❞s ✐ts ✉s❡ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❡①t❡♥❞❡❞✮ ❢♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❜❛s❡❞ ❘❋✲P❆s
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❬✻✸✕✻✺❪✳ ❚❤❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃(t) = |x̃(t)| exp [i φ(t)] ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

f (|x̃(t)|) = αa |x̃(t)|
1 + βa |x̃(t)|2

, ✭✷✳✺✷❛✮

g (|x̃(t)|) = αφ |x̃(t)|2

1 + βφ |x̃(t)|2
. ✭✷✳✺✷❜✮

✸✵



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

P❛r❛♠❡t❡rs αa/φ ❛♥❞ βa/φ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❘❋✲
P❆✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✭✷✳✺✷❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✸❜✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✾❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵❛ s❤♦✇s t❤❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❘❋✲P❆✳ ❚❤❡ ❙❛❧❡❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠ ❬✸✺❪✿

fI (|x̃(t)|) =
αI |x̃(t)|

1 + βI |x̃(t)|2
, ✭✷✳✺✸❛✮

fQ (|x̃(t)|) = αQ |x̃(t)|3
(
1 + βQ |x̃(t)|2

)2 . ✭✷✳✺✸❜✮

❚❤❡ ❙❛❧❡❤ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❤❛r❞ ❧✐♠✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r
st❛rts t♦ ❞r♦♣ ❛❢t❡r ❛ ♣❡❛❦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▼♦❞❡❧s
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ ✧❤❛r❞✧ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ t❤❡ ❘❛♣♣ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛♥♥ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❘❛♣♣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♠✉❧❛t❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❘❋✲P❆s ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

f (|x̃(t)|) = α0 |x̃(t)|
[

1 +
(

|x̃(t)|
xsat

)2p
] 1

2p

, ✭✷✳✺✹❛✮

g (|x̃(t)|) ≈ 0, ✭✷✳✺✹❜✮

✇✐t❤ p > 0 ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ xsat
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ α0 ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡
❆▼✲P▼ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❬✻✷❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s q✉✐t❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝✱ ❛❧s♦ ❢♦r
s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ ✐t st✐❧❧ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✭✷✳✺✹❛✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵❜✳

◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ▼❡♠♦r② ✲ ❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❙❡r✐❡s

❆❧❧ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐✳ ❡✳ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ t♦ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s
❢♦r ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳ ❡✳ F (x) → F {x(t)}✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❜✉t ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s s♠❛❧❧
❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐ts❡❧❢✱ ✈❛❧✲
✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛st ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r s②st❡♠s ❛♥❞
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉♣② ❛ ❧❛r❣❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡s❡
q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣✲
♥❛❧✳ ◆♦✇❛❞❛②s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ❲✐✲❋✐ ✻ ✭■❊❊❊✽✵✷✳✶✶❛①✮ ❛❧❧♦✇
❢♦r ❜❛s❡❜❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✻✵▼❍③✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❖❋❉▼ ❜❛s❡❞ ♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♣♦ss❡ss ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❤✐❣❤ ❝r❡st ❢❛❝t♦r ♦❢ 11 − 14 ❞❇✳ ❙✉❝❤ s✐❣♥❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
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❘
❡❧
❛t
✐✈
❡
❖
✉t
♣✉

t
P
♦✇

❡r
✭❞
❇
✮

p = 0.4

p = 0.6

p = 0.8

p = 1

p → ∞

✭❜✮ ❆▼✲❆▼✱ ❘❛♣♣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❛r♣♥❡ss ❢❛❝t♦rs p✱ α0 = 1✱ ❛♥❞ Psat =
21 ❞❇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✭q✉❛s✐✲✮ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s✳

t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ t
❜✉t ❛❧s♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ❛s ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ♠♦❞❡❧s r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❧✐♠✐t ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡
t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs ✇✐t❤ ❢❛❞✐♥❣ ♠❡♠✲
♦r② ❬✾✱ ✷✻✱ ✺✹✱ ✺✺❪✳ ❋❛❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❢♦r❣❡t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥

✸✷



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

t

x(t)

t

y(t)

t0tm t0

P❆

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s❛♠♣❧❡ y (t0) ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ❥✉st ♦♥ x (t0)✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s m
s❛♠♣❧❡s✳

t✐♠❡✱ ✐✳ ❡✳ ✐t ✐s ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ (t−tM) ❢♦r tM <∞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥②♠♦r❡ ❬✻✼❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✭✷✳✸✼✮ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣✲t❤ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❬✺✼❪

y(t) =
∞∑

p=1

∫

· · ·
∫

hp (τp)

p
∏

j=1

x (t− τj) dτp, ✭✷✳✺✺✮

✇✐t❤ τp = [τ1, τ2, . . . , τp]✱ dτp = dτ1 ·dτ2 · · · dτp✱ h0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ hp(·) ❢♦r p ≥ 1
✐s t❤❡ p✲t❤✲♦r❞❡r ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛s ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥
▲❚■ s②st❡♠✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s ❬✸✺❪✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❋♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ p✲t❤ ❦❡r♥❡❧ hp (τ1, τ2, . . . , τp)
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ n! ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts ❬✷✻❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
h2(τ1, τ2) = h2(τ2, τ1)✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✭✷✳✺✺✮ ✐s

y(t) = H1 [x (t)] +H2 [x (t)] + · · ·+Hp [x (t)] , ✭✷✳✺✻✮

✇✐t❤ t❤❡ p✲t❤✲♦r❞❡r ❱♦❧t❡rr❛ ♦♣❡r❛t♦r

Hp [x (t)] =

∫

· · ·
∫

hp (τ1, τ2, . . . , τp) x(t− τ1) x(t− τ2) · · · x(t− τp) dτ1 dτ2 · · · dτp.
✭✷✳✺✼✮

❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❝❛♥✬t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡❛❧ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✸✺❪✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ ◆♦r❜❡rt ❲✐❡♥❡r ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞
●✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ❛s ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❬✺✺❪✳
❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲✐❡♥❡r t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❧❛r❣❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✳
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❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✷✳✺✺✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✭❜❛♥❞♣❛ss✮ s②st❡♠s ❛♥❞
s✐❣♥❛❧s✳ ■♥❤❡r❡♥t❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ q✉❛s✐✲♠❡♠♦r②❧❡ss ❜❛♥❞♣❛ss ♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✺✺✮ r❡q✉✐r❡s s✐❣♥❛❧s ❛♥❞
s②st❡♠s t♦ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♠❛r❦s ♣❛ss❜❛♥❞ ❱♦❧t❡rr❛ ♠♦❞❡❧s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❉P❉ ♣✉r♣♦s❡s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤

❝♦♠♣❧❡① ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❛s ✜rst ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❇❡♥❞❡tt♦ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✻✽❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥❧② ♦❞❞✲
♦r❞❡r t❡r♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡ ❬✶✵✱✷✻❪✳ ❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s
❢♦r ❜❛s❡❜❛♥❞ s②st❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✼✱ ✾✱ ✶✶❪

ỹ(t) =
P∑

p=1

∫

· · ·
∫

h̃2p+1 (τ2p+1)

×
p+1
∏

i=1

x̃(t− τi)

2p+1
∏

i=p+2

x̃∗(t− τi) dτ2p+1, ✭✷✳✺✽✮

✇✐t❤

h̃ (t2p+1) =

(
1

2

)2p(
2p+ 1

p

)

h2p+1 (t2p+1)

× exp

[

−i 2π f0
(

p+1
∑

i=1

ti −
2p+1
∑

i=p+2

ti

)]

, ✭✷✳✺✾✮

✇❤❡r❡ h (t1, t2, . . . , t2p+1) ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ 2p+1 ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✺✮✳
❋♦r ❞✐❣✐t❛❧ ✭❜❛s❡❜❛♥❞✮ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ♠✉st ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❬✼✱✸✺❪

y[k] =
P−1∑

p=1

M−1∑

m1=0

· · ·
M−1∑

mp=m2p+1

h̃2p+1 [m2p+1]

p+1
∏

i=1

x̃[k −mi]

2p+1
∏

i=p+2

x̃∗[k −mi] ✭✷✳✻✵✮

✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜②

h̃2p+1 [k2p+1] = h̃ (k2p+1 Ts) . ✭✷✳✻✶✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ỹ(t) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲
t✐♠❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❛t t = k Ts ❬✾✱ ✻✾❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✻✶✮✱ ✐✳ ❡✳
ỹ(k Ts) = ỹ[k]✳

✸✹



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❲✐❡♥❡r✱ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥✱ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ▼♦❞❡❧s

▼♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r✉♥❡❞ ❱♦❧t❡rr❛ ♠♦❞❡❧s ❧✐♠✐t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s✳
❚❤❡ ❲✐❡♥❡r ❛♥❞ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❜✉t ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧② ❢♦r ❉P❉
♣✉r♣♦s❡s✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❛ ❞✐❣✐t❛❧
✜❧t❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐❣✐t❛❧ ❋■❘ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳
❚❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ✜❧t❡r H(z) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥ g(·)✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ✜❧t❡r✳
■❢ t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ J✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥ M ✲t❛♣

❋■❘ ✜❧t❡r ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

yW[k] =
J∑

j=1

gj ·
[
M−1∑

m=0

hm · x [k −m]

]j

. ✭✷✳✻✷✮

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✺✵❜✮ ❛s t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ṽ[k] =
M−1∑

m=0

h̃m · x̃[k −m], ✭✷✳✻✸❛✮

ỹW[k] =
J∑

j=1

g̃j ṽ[k] |ṽ[k]|j−1

=
J∑

j=1

g̃j ·
[
M−1∑

m=0

h̃m · x̃[k −m]

]

·
∣
∣
∣
∣
∣

M−1∑

m=0

h̃m · x̃[k −m]

∣
∣
∣
∣
∣

j−1

. ✭✷✳✻✸❜✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ✐♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤✉s
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❧❡ss
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✼✵❪✳
❚❤❡ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ J✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥ M ✲t❛♣ ❋■❘

✜❧t❡r✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

yH[k] =
M−1∑

m=0

hm ·
J∑

j=1

gj · xj [k −m]. ✭✷✳✻✹✮

❙✐♠✐❧❛r ❛s ❢♦r t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞

✸✺



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✉s✐♥❣ ✭✷✳✺✵❜✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ṽ[k] =
J∑

j=1

g̃j x̃[k] |x̃[k]|j−1, ✭✷✳✻✺❛✮

ỹH[k] =
M−1∑

m=0

h̃m ṽ[k −m]

=
M−1∑

m=0

h̃m ·
J∑

j=1

g̃j x̃[k −m] |x̃[k −m]|j−1. ✭✷✳✻✺❜✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✺❜✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱
✐✳ ❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❋■❘ ✜❧t❡r ❛❢t❡r t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛ t♦t❛❧ ♦❢ M + J ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❉P❉ t❤❛♥ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧ ❬✷✸✱ ✼✵❪✳ ❆ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❍❛♠✲
♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋■❘ ✜❧t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs {ajm}✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ M · J ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✭✷✳✻✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✺❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❡❝♦♠❡

yGH[k] =
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm x
j [k −m], ✭✷✳✻✻❛✮

ỹMP[k] =
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ãjm x̃[k −m] |x̃[k −m]|j−1. ✭✷✳✻✻❜✮

✭✷✳✻✻❛✮ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭✷✳✻✻❜✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭▼P✮ ♠♦❞❡❧✶ ❬✼✶❪✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷❝✳
❲✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✻✻❛✮ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❧✐♥❡❛r
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm✳ ❚❤✉s ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ▼P ♠♦❞❡❧ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ ❘❋✲P❆s ✉s✐♥❣ ❉P❉ ❬✷✹✱✼✷✱✼✸❪✳
❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭●▼P✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ▼P ✭✷✳✻✻❜✮ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✐♥st❛♥t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s s✉❣❣❡sts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝t t❡r♠s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❤✐❢ts✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss✲t❡r♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ▼P ❜②

✶■❢ t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ✭✷✳✺✵❜✮

✸✻
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x[k] H(z)
v[k]

g(·) yW[k]

❲✐❡♥❡r

✭❛✮

x[k] g(·)
v[k]

H(z) yH[k]

❍❛♠♠❡rst❡✐♥

✭❜✮

x̃[k]

| · |1

g1 H1 (z)

| · |2

g2 H2 (z)

| · |J−1

gJ−1 HJ−1 (z)

Σ ỹMP[k]

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❇❧♦❝❦ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ t❤❡ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡
♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳

▼♦r❣❛♥✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧② t❤❡ ●▼P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ỹGMP[k] =
Ja−1∑

j=0

La−1∑

l=0

ãjl x̃[k − l] |x̃[k − l]|j

+

Jb∑

j=1

Lb−1∑

l=0

Mb∑

m=1

b̃jlm x̃[k − l] |x̃[k − l −m]|j

+
Jc∑

j=1

Lc−1∑

l=0

Mc∑

m=1

c̃jlm x̃[k − l] |x̃[k − l +m]|j , ✭✷✳✻✼✮

✇❤❡r❡ Ja ❛♥❞ La ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

✸✼



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

▼P ✐♥ ✭✷✳✻✻❜✮✳ Jb, Lb,Mb ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❧❛❣❣✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r✱ Jc, Lc,Mc ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❧❡❛❞✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❆❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❍❛♠♠✐ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✼✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r str✉❝t✉r❡ s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳

ỹEMP[k] = x[k] ·
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ãjm |x̃ [k −m]|j−1. ✭✷✳✻✽✮

❖♥❧② t❤❡ ❧❛stM s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭✷✳✻✽✮
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❊▼P✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❛♠♠✐ ❡t ❛❧✳✱
t❤❡ ❊▼P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛ss❜❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❛s❡❜❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ s②st❡♠s✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▼P ❛♥❞ ●▼P✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ajm✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞✱
t❤❡ ❊▼P✬s ❉P❉ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ▼P ❬✸✹✱ ✼✹✕✼✽❪✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✷✳✻✽✮ t♦ t❤❡ ●▼P ✭✷✳✻✼✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❊▼P ✐s s♦❧❡❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❧❛❣❣✐♥❣ ❝r♦ss✲t❡r♠s✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧✇❛②s ❧❛❣s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ■♥t✉✲
✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❤✉s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ ✭✷✳✻✽✮ ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❢r♦♠ ♣❛ss❜❛♥❞ t♦ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❜② ❇❡♥❡❞❡tt♦

❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪ s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② ♦❞❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ ✜rst ③♦♥❡✱ ✐✳ ❡✳
❛t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r t❡r♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❘❋
♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✉❞✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r
t❡r♠s✱ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❉P❉ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r♦♦❢ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊♥③✐♥❣❡r ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P❉ ✐❢ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r
t❡r♠s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✷✳✸ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts
✉s❡❞ ❢♦r ❉P❉ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣✲
♥❛❧s ♦♥❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ t✐❧❞❡ s②♠❜♦❧ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❲♦♦❞ ❬✶✵❪✳
❆ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❘❋✲P❆ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

y = Hθ + n, ✭✷✳✻✾✮
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✇❤❡r❡ θ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ n ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ H ✐s
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧✮
♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ y ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ H ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ♦❢
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s

H = [h1 h2 . . . hJ ]

=








x1[k] x2[k] . . . xJ [k]
x1[k − 1] x2[k − 1] . . . xJ [k − 1]

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ . . .
x1[k −K + 1] x2[k −K + 1] . . . xJ [k −K + 1]








✭✷✳✼✵✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t t✐♠❡ ✐♥❞❡① k ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts

θ =








θ0

θ1

✳✳✳
θJ








✭✷✳✼✶✮

■♥ t②♣✐❝❛❧ ❉P❉ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❉P❉ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
❡st✐♠❛t♦r ✜♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ■♥ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ❢♦r
❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ✐♥ ✭✷✳✻✾✮✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

J = (y −Hθ)H (y −Hθ) . ✭✷✳✼✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❲✐rt✐♥❣❡r ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✼✾✱ ✽✵❪ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

θ̂ =
(
HH H

)−1
HHy. ✭✷✳✼✸✮

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✷✳✼✸✮✱ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❜② s❛♠♣❧❡ ❜❛s✐s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs❡

(
HH H

)−1
❬✽✶✕✽✸❪✳

❆♥♦t❤❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡❛st ♠❡❛♥ sq✉❛r❡s ✭▲▼❙✮ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬✽✹✱✽✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ss✉♠✲
✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧

y[k] = hH [k]θ ✭✷✳✼✹✮

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ▲▼❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

θ[k + 1] = θ[k]− µ e∗[k]h[k], ✭✷✳✼✺✮

✇❤❡r❡ e[k] = y[k] − hH [k]θ[k] ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ kth s❛♠♣❧❡✳ ❇②
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡rr♦r✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥♦r t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✸✾



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

♠❛tr✐① ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✭✷✳✼✺✮ ❛s ♦♥❡ ❡✳ ❣✳ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ▲▼❙ ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✷✳✼✺✮ ✐s str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦✛❡rs ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♠❛②
s✉✛❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① Rhh[k] = h[k]hH [k]✳
❆❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❉P❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②

❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✸❛
❛♥❞ ✷✳✶✸❜✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①
H ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❝✳
❲❤✐❧❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❉P❉ s②st❡♠s✱ ❢♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② s❡r✈❡s ❢♦r ❘❋✲P❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✭❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✮
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❆ ♠♦❞❡❧ {FPA {·}}−1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ r❛✇ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ✐s

❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡❝t✐♦♥∆t ❛♥❞
♣❤❛s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ∆ϕ✳ ❉❡❧❛② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✭❘▼❙✮ ❣❛✐♥ gRMS ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❉P❉ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t♣✉t ❘▼❙ ❛s ✇✐t❤♦✉t
❉P❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❣❛✐♥ ♦r ❡✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
❘❋✲P❆ ❬✽✻❪✳ ❚✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬✼❪✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✉s❡s ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✭✷✳✻✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦

♠❛tr✐① H ❝♦♥s✐st ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉P❉ s②st❡♠s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤✉s s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣❡t s♦♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ♦✉t♣✉t s❛♠♣❧❡s y[k]
♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
✭❡st✐♠❛t❡❞✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ∆θ ❬✶✵❪✱ ✐✳ ❡✳

θi+1 = θi − µ∆θ, ✭✷✳✼✻✮

✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ µ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❛✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭s❝❛❧❡❞✮ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ❛♥❞ t❤❡ ✭s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✮ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳

e = y′ − xs, ✭✷✳✼✼✮

✹✵



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❉P❉x[k] ❉❆❈ P❆ y(t)

g−1
RMS

❆❉❈+−

❊st✐♠❛t❡ ∆θ̂

∆t,∆ϕ

v[k]

y′(t) = y(t)
gRMSy′[k]

e[k]

✉♣❞❛t❡ ❝♦❡❢✳

xs[k]

✭❛✮

F−1
PA,pre {·}x[k] ❉❆❈ P❆ y(t)

g−1
RMS

❆❉❈F−1
PA,post {·}+

❊st✐♠❛t❡ θ̂

∆t,∆ϕ

v[k]

y′(t) = y(t)
gRMSy′[k]v̂[k]

e[k]

vs[k]

−

✭❜✮

F−1
PA {·}x[k] ❉❆❈ P❆ y(t)

g−1
RMS

❆❉❈FPA {·} +

❊st✐♠❛t❡ θ̂

∆t,∆ϕ

v[k]

y′(t) = y(t)
gRMSy′[k]ŷ[k]

e[k]

{FPA {·}}−1

xs[k]

−

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✭❛✮ ❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✭❜✮ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❢♦r✇❛r❞
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

✹✶



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❚❤✐s ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ∆θ ❬✼❪ ❛s

e = Hx ∆θ ✭✷✳✼✽❛✮

y′ − xs = Hx ·∆θ ✭✷✳✼✽❜✮

✇❤❡r❡ Hx ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐① ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡rr♦rs ∆θ̂ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✉♣❞❛t❡ ❬✶✵❪✿

J = min
∑

k

∣
∣
∣
∣
∣
e[k]−

J∑

j=1

∆θj hj (xs[k])

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✷✳✼✾✮

✇❤❡r❡ hj (x[k]) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r x[k]✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡rr♦r
✈❡❝t♦r ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

∆θ̂ =
(
HH

x Hx

)−1
HH

x · (y′ − xs) , ✭✷✳✽✵✮

❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡

θi+1 = θi − µ∆θ̂. ✭✷✳✽✶✮

❚❤❡ ❉P❉ ✇♦r❦s ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②
❝♦♥❝❡♣ts✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲▼❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t t♦
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✶✵❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡s ❛s

❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉P❉
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❜✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❡st✐♠❛t❡s
❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ F−1

PA {·} ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❞✐st♦rt❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✱ ✐✳ ❡✳

e = vs −Hy′ θ, ✭✷✳✽✷✮

✇❤❡r❡ Hy′ ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐① ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭s❝❛❧❡❞✮ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲
P❆✱ ❛♥❞ vs ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆
❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣♦st❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦r ❛s ✐♥✈❡rs❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ♣♦st❞✐st♦rt❡r ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✧✐♥✈❡rs❡✧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❡rr♦r ✭✷✳✽✷✮ ✐♥ ❛♥ ▲❙ ♠❛♥♥❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

J = min
∑

k

∣
∣
∣
∣
∣
vs[k]−

J∑

j=0

[
θj y

′j[k]
]

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✷✳✽✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❞✐st♦rt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

θ̂ =
(
HH

y′ Hy′
)−1

HH
y′ · vs. ✭✷✳✽✹✮

✹✷



✷✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θ̂ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❜✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❘❋✲P❆ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ❬✽✼❪✱ ❛♥❞ ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ✭♣✉❜❧✐s❤❡❞✮ t♦ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❘❋✲P❆✬s ❜② ❉✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸✱ ✷✹❪
✉s✐♥❣ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ✭✷✳✽✹✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❜❡st ♣♦st❞✐st♦rt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r ❬✼❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✽✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲t✐♠❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✭✐t❡r❛t✐✈❡✮ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡ ❡rr♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ✉s❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✶✵❪

e∆ = Hy′i+1
θi − vsi+1

, ✭✷✳✽✺✮

✇❤❡r❡ Hy′i+1
❛♥❞ vsi+1

❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡
(i+ 1)✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ θi ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ vsi+1

✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

J∆ = min
∑

k

∣
∣
∣
∣
∣
e[k]−

J∑

j=1

∆θj hj (y
′[k])

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✷✳✽✻✮

✇❤❡r❡ hj (y′[k]) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r y′[k]✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r
✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♣❞❛t❡ ∆θ̂ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

−∆θ̂ = θi − θi+1 =
(

HH
y′i+1

Hy′i+1

)−1

HH
y′i+1

e∆. ✭✷✳✽✼✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✭✷✳✽✼✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
e∆ = −Hy′i+1

∆θ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

θi+1 = θi − µ∆θ̂, ✭✷✳✽✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛s ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ∆θ̂ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❝✱ tr✐❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲P❆✱ ✐✳ ❡✳

e = y′ −Hx θ. ✭✷✳✽✾✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♥ t❤✉s ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❉P❉ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❝ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ v[k] = x[k]✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

J = min
∑

k

∣
∣
∣
∣
∣
y′[k]−

J∑

j=1

θj hn (xs[k])

∣
∣
∣
∣
∣

2

. ✭✷✳✾✵✮

✹✸



✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

θ̂ =
(
HH

x Hx

)−1
HH

x · y′. ✭✷✳✾✶✮

❋♦r t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ✧✐♥✈❡rt❡❞✧✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❝ ❜② {FPA {·}}−1 ❢r♦♠ t❤❡ ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❉P❉✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② t❤✐s
r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t ❛❧❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✉s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤❛r❞❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
♣r❡❞✐st♦rt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✉t ✜♥❞s ✐ts ✉s❡ ❢♦r ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❲❛♥❣ ❡t✳ ❛❧ ❬✽✽❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
❛ ❤②❜r✐❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❘❋✲P❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s
✐♥♣✉t t♦ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦st❞✐st♦rt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✧✐♥✈❡rs❡✧
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✳

✹✹



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡

❘❋✲❉❆❈s

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛ ♠❛❥♦r t❛s❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♣❤❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ❜❧♦❝❦s r❡q✉✐r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧s✳ ❲❤✐❧❡ ❝✐r❝✉✐t✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t♦rs ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦✱ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛r❣❡t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠s✱ ❡✳❣✳ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✳
❈✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡

♠♦❞❡❧s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s
♦❢ s✐♠✉❧❛t♦rs ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s ❛s ✇✐t❤
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛❧s♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
♠♦❞❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ✈❡r② s❤♦rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t✳
❙❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t str✉❝t✉r❡ ♦r ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ r❡q✉✐r✐♥❣ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❡✈❡♥
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❛♣♣r♦❛❝❤
♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t✲r❡❧❛t❡❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s
s✉❝❤ ❛s ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r✱ s✉♣♣❧② ♥♦✐s❡✱ ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉✐t✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✇❤✐❝❤

❦❡❡♣s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s s❤♦rt s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ❬✽✾✕✾✶❪✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
r❡s✉❧ts ✐♥ s❤♦rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr② s✉❝❤ ❛s ❝❡❧❧ ♠✐s♠❛t❝❤✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞
♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s②st❡♠ st❛t❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❋
❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲

s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
♠♦❞❡❧s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♣t ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡
❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦✈❡r ❆▼✲P▼

✹✺



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ tr❛♥✲
s✐st♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥❝❧✉❞❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✐❞❡❛❧
❝✐r❝✉✐t ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ ❛s ❥✐tt❡r✱ ❝❡❧❧ ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♥♦✐s❡✳

✸✳✶ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧s

■♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ s②st❡♠s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s
❛♥❞ ❝✐r❝✉✐ts ❬✾✷✕✾✺❪✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s✉❜✲
s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠✳ ■♥
st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❬✽✾❪

d

dt
z(t) = fσ(t) [z(t),u(t)] , ✭✸✳✶❛✮

y(t) = gσ(t) [z(t),u(t)] . ✭✸✳✶❜✮

❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z ∈ R
α✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r y ∈ R

γ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✐♥♣✉t✮
✈❡❝t♦r u ∈ R

β ✐♥ ✭✸✳✶❛✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶❜✮ t❛❦❡ ♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s fm(·) ❛♥❞ gm(·) ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ m✲t❤ s✉❜s②st❡♠✱
✇❤❡r❡ m = σ(t) ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t) ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ σ(t) ∈ D = {1, 2, . . . , D}✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ♦❢ σ(t)
♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱

σ(t+) = ψ [t, σ(t), z(t),y(t),p(t)] , ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ σ(t+) = lims→t+ σ(s) ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t+) ♠❛②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ t✱ ❢♦r♠❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t)✱ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s
z(t)✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t♣✉ts y(t)✱ ♦r ❡①t❡r♥❛❧ s✐❣♥❛❧s p(t)✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡r t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t
t✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ d s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❡
❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ σ(t)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t) ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ fm(·) ❛♥❞ gm(·)✱ ✇❤❡r❡ m = σ(t)✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡s❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱
✇❤❡r❡ ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✭▲❚■✮✳ ■♥ ❤②❜r✐❞
s②st❡♠ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭▲❙❙▼✮✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

d

dt
z(t) = Aσ(t) z(t) +Bσ(t) u(t), ✭✸✳✸❛✮

y(t) = Eσ(t) z(t) + Fσ(t) u(t), ✭✸✳✸❜✮

✹✻



✸✳✶ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧s

u(t)

f1 (z(t),u(t))

f2 (z(t),u(t))

fD (z(t),u(t))

∫

σ(t)

d
dt
z(t)z(t)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s✇✐t❝❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t)✳

✇❤❡r❡ z(t) ✐s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ u(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s {Am,Bm,Em,Fm} ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t y(t) ♦❢ t❤❡ m✲t❤ s✉❜s②st❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦
s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t♦♦ ❧♦♥❣ ✐♥❞✐❝❡s {A,B,E,F}m ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
{Am,Bm,Em,Fm} ❢✉rt❤❡r ♦♥✳ ❆s ❛❜♦✈❡ σ(t) ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠ ❛t t✐♠❡ t✳
❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞
st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡
s②st❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z(t) ♠✉st r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡
s②st❡♠ st❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z(t) ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠
{A,B,E,F}σ(ti) ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t s②st❡♠ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ {A,B,E,F}σ(ti+1)

❛t ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ✇❤❡♥ σ(ti) 6= σ(ti+1)
❢♦r ti < ti+1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ t♦
❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t♦rs r❡q✉✐r❡s

❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸❛✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸❜✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
♠❡t❤♦❞s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛
❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

z[k + 1] = Adσ[k]
z[k] +Bdσ[k]

u[k], ✭✸✳✹❛✮

y[k] = Edσ[k]
z[k] + Fdσ[k]

u[k], ✭✸✳✹❜✮

✇✐t❤ k r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s k Ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s {Ad,Bd,Ed,Fd}σ[k]✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❤♦❧❞
✭❩❖❍✮ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t u(t) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✹✼



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

t✐♠❡ st❡♣ Ts ❬✾✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

Adm = eAm·Ts , ✭✸✳✺❛✮

Bdm = Am (Adm − I)−1
B, ✭✸✳✺❜✮

Edm = Em, ✭✸✳✺❝✮

Fdm = Fm. ✭✸✳✺❞✮

❚❤❡ ❩❖❍ ♠❡t❤♦❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s②s✲
t❡♠s ❛❢t❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s❡❡♥ ❛s ♠❛tr✐❝❡s Edm ❛♥❞ Fdm

❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s z[k] ❛♥❞ y[k] ♠✉st r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t y[k] ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ y(t) ❛s ✐♥
✭✸✳✸❜✮ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s k Ts ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t u[k] ✐s s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s Ts✳ ❚❤✉s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ s✐③❡ Ts ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ❖t❤❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❚✉st✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛②
②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛t ❧♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fs ❜✉t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬✾✻❪✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧s

✸✳✷✳✶ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r P♦❧❛r

❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❲✐t❤ t❤❡
▲❖ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧ ❝❛♣❛❝✐t♦rs t♦❣❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ VDD ❛♥❞ VSS✳ ❖♥ t♦♣
♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s n(t) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃(t)✱ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
❝❛♥✬t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✱ t②♣✐❝❛❧ s♠❛❧❧✲s✐❣♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❛♥✬t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ t✐♠❡✲
✈❛r✐❛♥t ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✳
❚②♣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ ❛

❢❡✇ ❜✐♥❛r②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡❧❧s ❬✸✱✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ st❛t❡s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦♥❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ (Nt❤❡r♠♦ +N❜✐♥❛r② + 1)
st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ +1 ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞✮ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳
❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ ❢❛st tr❛♥s✐❡♥t ♠♦❞❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ ❛❧❧ n ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧❧ (N − n) st❛t✐❝ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡✴st❛t✐❝ ❝❡❧❧s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❡❧❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳

✹✽



✸✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙❙▼

C1

C2

Cn

LO

LO

LO

Cn+1 Cn+2 CN

VDD VDD VDD

L

Rl

+

−

y(t)

n ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s

N − n st❛t✐❝ ❝❡❧❧s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤ n ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ N − n st❛t✐❝ ❝❡❧❧s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲✐t❤ t❤❛t✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ st❛t❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤r❡❡✱ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡✛♦rt✳

VDD

con

▲❖

VDD

coff

L

Rl

+

−
y

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐t ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❝t✐✈❡✴st❛t✐❝ ❝❡❧❧s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P▼❖❙
❛♥❞ ◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs ❬✸✵❪✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐♥✈❡rt❡rs ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✉♠♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ s✇✐t❝❤❡❞
▲❙❙▼ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rt❡r✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝✐r❝✉✐t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧♦ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛ r❡s✐st♦r ron,n ✭ron,p✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ cp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
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✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

M1

M2

VDD

vCvin

Zsw

VDD

cpron,p

vC

cpron,n

Zsw,p

Zsw,n

ion,p

ion,n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈▼❖❙ ✐♥✈❡rt❡r ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t vC t♦❣❣❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✳

❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ◆▼❖❙ ❛♥❞ P▼❖❙ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛❧s♦
s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs✳ ❚❤❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ s✇✐t❝❤ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❞r❛✐♥ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ s✉❜✲♠✐❝r♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡ ◆▼❖❙✴P▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s❡♠✐✲✐❞❡❛❧
s✇✐t❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✛✲st❛t❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡❛❧ ✭✐♥✜♥✐t❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡
♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ♦❤♠✐❝ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❉❈✲❉❈ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt✲
❡rs ❬✾✶❪✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ P▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs ✐s r♦✉❣❤❧② t✇✐❝❡ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r ◆▼❖❙ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r
♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ ❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② st❛t✐❝ ❉❈

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐st♦rs ✇✐t❤ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs s✉❝❤ ❛s
❙♣✐❝❡ ♦r ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘©✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t s♠❛❧❧ VDS ✈♦❧t❛❣❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐st♦r ✐♥ t❤❡
tr✐♦❞❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ VDS ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛✐♥ ✭s♦✉r❝❡✮ ❝✉rr❡♥t IDS✳
❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞

❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❧✉♠♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ tr❛♥s✐st♦r ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ronp/n

✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧
❝❛♣❛❝✐t♦r con/off ✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r VGS = VDD✱ ❛♥❞ VGS = VSS
❢♦r t❤❡ ◆▼❖❙ ❛♥❞ P▼❖❙✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧ ❝❛♣❛❝✲

✐t♦r ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s st✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✳
❚❤✉s✱ ❛s ❛ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐✳ ❡✳ n(t) = n ∀t ∈
R

+✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t str✉❝t✉r❡ t❤❡♥ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s

✺✵



✸✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙❙▼

t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t) ∈ D▲❖ = {0, 1}✱ ✐✳ ❡✳

σ(t) =

{

0 ✇❤❡♥ ▲❖ = VSS

1 ✇❤❡♥ ▲❖ = VDD

✭✸✳✻✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✉♠♣❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ▲❖ st❛t❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ❝✐r❝✉✐ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ✇❤❡r❡

con = C1 + C2 + · · ·+ Cn, ✭✸✳✼❛✮

coff = Cn+1 + Cn+2 + · · ·+ CN , ✭✸✳✼❜✮

ron =
1

1
R1

+ 1
R2

+ · · ·+ 1
Rn

, ✇✐t❤ Ri = ronp/n
, ✭✸✳✼❝✮

roff =
1

1
Rn+1

+ 1
Rn+2

+ · · ·+ 1
RN

, ✇✐t❤ Rj = ronn , ✭✸✳✼❞✮

✇✐t❤ σ(t) = 0 → Ri = ronp ✱ ❛♥❞ σ(t) = 1 → Ri = ronn ✳ ❚❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
st❛t✐❝ ❝❡❧❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ◆▼❖❙ ♣❛r❛s✐t✐❝s✱ ✐✳ ❡✳ Rj = ronn ✳
❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ❢♦r ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

z(t) =
[
vcon(t) vcoff (t) iL(t)

]T
. ✭✸✳✽✮

❊❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ(t) t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤
❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧
❛s ✐♥ ✭✸✳✸❛✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸❜✮✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ❝✐r❝✉✐t✱
u(t) = VDD✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r✱
y(t) = iL(t)Rl✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
❝❡❧❧s x̃(t) → n(t) ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✱ n(t) ✐s
❛❧s♦ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡❞✱ ✐✳ ❡✳ n(t) ∈ Npolar = {1, . . . , N}✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛♥❞ t♦ ❛
✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s②st❡♠s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ σ(t) ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s n(t)✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼

d

dt
z(t) = Aσ(t),n(t) z(t) +Bσ(t),n(t) VDD, ✭✸✳✾❛✮

y(t) = Ez(t). ✭✸✳✾❜✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❖ st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡ m = 0 ❛r❡✿

✺✶
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VDD

ron

con
+

−
vcon

coff
+

−
vcoff

roff

L
iL

Rl

+

−

y

✭❛✮

ron

con
+

−
vcon coff

+

−
vcoff

roff

L
iL

Rl

+

−

y

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ❜♦t❤ ▲❖ st❛t❡s✳ ✭❛✮ σ(t) = 0✱
✭❜✮ σ(t) = 1✳

K0,n =





con 0 0
0 coff 0
0 0 L



 ✭✸✳✶✵❛✮

A0,n = K−1
0,n






− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

1− ron
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

− roff
ron+roff

1− roff
ron+roff

−
(

Rl +
ron roff
ron+roff

)




 ✭✸✳✶✵❜✮

B0,n = K−1
0,n






1
ron+roff

1
roff

ron+roff




 ✭✸✳✶✵❝✮

E0,n =
[
0 0 Rl

]
✭✸✳✶✵❞✮

F0,n = 0 ✭✸✳✶✵❡✮

✇❤❡r❡ ron = f
(
ronp

)
✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① Em,n ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞

❢♦r✇❛r❞ ♠❛tr✐① Fm,n ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡s m ❛♥❞ n✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧②
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❛tr✐① ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥❞✐❝❡s m ❛♥❞ n ❢♦r Em,n ❛♥❞ Fm,n ✇✐❧❧ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▼❛tr✐① Km,n

✺✷
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✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡ m ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s n✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ m ✐♥ Km,n ✐s ❛❧s♦ s❦✐♣♣❡❞ ❢r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✳
❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡ m = 1✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝

♠❛tr✐① Am,n ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡♥tr✐❡s ❛s ❢♦r m = 0 ✐♥ ✭✸✳✶✵❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥✲
r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ◆▼❖❙ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ron = f (ronn)✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r m = 1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

A1,n = A0,n,with ron = f (ronn) ✭✸✳✶✶❛✮

B1,n =





0
0
0



 ✭✸✳✶✶❜✮

E1,n = E0,n = E ✭✸✳✶✶❝✮

F1,n = F0,n = F = 0 ✭✸✳✶✶❞✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✐✳ ❡✳ ronp = ronn ✱
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✸✳✶✵❜✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✸✳✶✶❛✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♠❛tr✐① Bm,n ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦♥ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ s✐③❡
♠✉st ❜❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ r✐s❡✴❢❛❧❧ t✐♠❡s
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❖✳

✸✳✷✳✷ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ◗✉❛❞r❛t✉r❡

❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✶✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐✲
t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❉❋❊ ♣❛ss❡s t✇♦ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ s✐❣♥❛❧ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❞❛t❛ str❡❛♠ x̃(t) = xI(t) + j xQ(t)✱ ✐✳ ❡✳ nI(t) ∝ |xI(t)| ❛♥❞
nQ(t) ∝ |xQ(t)|✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❡❧❧ ❛rr❛② ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦
✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❝❡❧❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝❛♥ tr✐❣❣❡r ✉♣ t♦ N

2
❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t✇♦ 90◦ ♣❤❛s❡✲

s❤✐❢t❡❞ ▲❖ s✐❣♥❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s
♦❢ t❤❡ ■ ❛♥❞ ◗ ▲❖ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞✉❧❛t❡❞✳
◆❡❣❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ♦❢ xI(t) ❛♥❞ xQ(t) ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲❖ ❜② 180◦✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡s✐❣♥✳ ■♠♣❡r❢❡❝t t✐♠✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞
♥♦✐s❡ ✢♦♦r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❬✹✾❪✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t (nI(t), nQ(t)) ∈ {1, . . . , N

2
} ×

{1, . . . , N
2
} ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t ✐s t❤✉s

✺✸
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❣✐✈❡♥ ❜②

non = nI(t) + nQ(t), ✭✸✳✶✷❛✮

noff = N − nI(t)− nQ(t). ✭✸✳✶✷❜✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛s❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐✳ ❡✳ nI(t) = nI ❛♥❞ nQ(t) = nQ✳ ❋✉rt❤❡r✱ σI(t) ∈ D▲❖ ❛♥❞
σQ(t) ∈ D▲❖ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞
❛s ✐♥ ✭✸✳✻✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐st♦rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s❡♠✐✲✐❞❡❛❧ s✇✐t❝❤ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐❣❤
♦✛✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧s σI(t) ❛♥❞ σQ(t) ✇✐t❤ ron,p ❢♦r σj(t) = 0
❛♥❞ ron,n ❢♦r σj(t) = 1 ❢♦r j ∈ (I,Q)✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ r❡s✐st♦r ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✸✳✼❛✮ ✲ ✭✸✳✼❞✮✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ nI(t) ❛♥❞ nQ(t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆❧❧ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s n ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻❜ s❤♦✇s t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r σI(t) = 0, σQ(t) = 1 ❜✉t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧② ❢♦r t❤❡ st❛t❡ σI(t) = 0, σQ(t) = 1 ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❞✐❝❡s I

❛♥❞ Q✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡
❝❛♣❛❝✐t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✿

z(t) =
[
vcIon (t) vcQon

(t) vcoff (t) iL(t)
]T
. ✭✸✳✶✸✮

❇♦t❤✱ ■ ❛♥❞ ◗ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤✉s u(t) = VDD✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❧♦❛❞
r❡s✐st♦r✱ ✐✳ ❡✳ y(t) = iLRl✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♥❡✇ s✉❜s②s✲

t❡♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ nI(t) ❛♥❞ nQ(t)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s nI(t)
❛♥❞ nQ(t) ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡
♦❢ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢♦✉r s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳ ❡✳ σI(t), σQ(t), nI(t), nQ(t)✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜s②st❡♠s ✐s ♦♥❧② ❞♦✉❜❧❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐✲
t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ❝❡❧❧s N ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼✿

d

dt
z(t) = AσI(t),σQ(t),nI(t),nQ(t) z(t) +BσI(t),σQ(t),nI(t),nQ(t) VDD, ✭✸✳✶✹❛✮

y(t) = Ez(t). ✭✸✳✶✹❜✮

❙t❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳

✺✹



✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼

VDD

rQon

cQon

+

−
vcQon

coff
+

−
vcoff

roff

rIon

cIon
+

−
vcIon L

iL

Rl

+

−

y

✭❛✮

VDD

rIon

cIon
+

−
vcIon

cQon

−

+
vcQon

rQon

coff
+

−
vcoff

roff

L
iL

Rl

+

−

y

✭❜✮

rQon

cQon
+

−
vcQon

rIon

cIon
+

−
vcIon coff

+

−
vcoff

roff

L
iL

Rl

+

−

y

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ✭❛✮ σI(t) = 0 ❛♥❞
σQ(t) = 0✱ ✭❜✮ σI(t) = 0 ❛♥❞ σQ(t) = 1✱ ❛♥❞ ✭❝✮ σI(t) = 1 ❛♥❞ σQ(t) = 1✳

✸✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡

▼♦❞❡❧

✸✳✸✳✶ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r②

❈✐r❝✉✐t ▼♦❞❡❧

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ n ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝t✐✈❡ ✉♥✐t✲❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ (N − n) ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s✳ ❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣❛r❛s✐t✐❝s
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ron =

ron,n/p
n

❢♦r ❛❝t✐✈❡
❛♥❞ roff = ron,n

(N−n)
❢♦r ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥

✺✺



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ n ❢♦r ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ (N − n) ❢♦r ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙❡♠✐✲✐❞❡❛❧ s✇✐t❝❤❡s t♦❣❣❧❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ t♦ ✭❞✐s✲
✮❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❛rr❛② ✭✇✐t❤♦✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✮ ✇✐t❤ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

Zin =
1

jωCu

·
[

N

n(N − n)

]

, ✭✸✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s n ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
x̃(t)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈▼❖❙ tr❛♥s✐st♦r ✐s str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ |Vds|✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
P▼❖❙✴◆▼❖❙ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼❛✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐st♦r
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼❜✳
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✭❛✮
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥✈❡rt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r WP ≈ 2 · WN ✳ ✭❛✮ ❈❤❛♥♥❡❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✳ ✭❜✮
❉✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳

❲❤❡♥ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ P▼❖❙✴◆▼❖❙ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡
♦❢ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ ❢♦r ❧♦✇ |Vds|✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s ❢♦r ❧❛r❣❡ |Vds|✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✺✻
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♦❢ ❡q✉❛❧ ◆▼❖❙✴P▼❖❙ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡s ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t❡❞ ❞r❛✐♥ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✿ t❤❡r❡ ✐s ❤❛r❞❧② ❛ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆▼❖❙ cp,n ❛♥❞ P▼❖❙ cp,p ❢♦r ❧❛r❣❡ |Vds|✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛s t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♣❛r❛s✐t✐❝s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥

❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✷✳✺✮✱ ❛❧❧ ❧✉♠♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳

PMOS NMOS

OFF

Kn

ron,n

n

n · cp

ron,p

n

Kp

VDD

(N − n) · Cu

(N − n) · cp ron,n

N−n

n · Cu LZTh

voutRopt

iout

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ s❡r✐❡s ❘▲❈ ❝✐r❝✉✐t ✉s✐♥❣ ✈❛r✐st♦rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝✐r❝✉✐t✱ t❤❡ ❚❤é✈❡♥✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
❖▼◆ ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❘❋✲❉❆❈ ❛rr❛② ✐s

ZTh =
ωCu

(

(rON · rOFF)− 1
ω2C2

u

)

− j (rON + rOFF)

ωCu ((N − n) rON + n rOFF)− jN
. ✭✸✳✶✻✮

✇✐t❤ rON =
ron,p/n

n
❛♥❞ rOFF = ron,n

N−n
❚❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ cp ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

t❡♥s ♦❢ ❢❋ ❢♦r ❡✳ ❣✳ ❛ ✷✽♥♠ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✻✮✿ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ P▼❖❙✴◆✲

▼❖❙ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✉♥❡q✉❛❧✳ ❚❤✉s ❢♦r ❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ P▼❖❙✴◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ s❤✐❢t s✐♥❝❡
✭✸✳✶✻✮ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ron,n 6= ron,p✱
❜♦t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ Zth ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s n✱ t❤❡r❡❜②
❝❛✉s✐♥❣ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥st❛♥t τon ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ τoff ❢♦r t❤❡
❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✿

τon =
ron,p/n
n

· n Cu = ron,p/n · Cu, ✭✸✳✶✼❛✮

τoff =
ron,n
N − n

· (N − n) Cu = ron,n · Cu, ✭✸✳✶✼❜✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥st❛♥ts
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐✳ ❡✳ τon = τoff
♦♥❧② ✐❢ ron,p = ron,n✳

✺✼



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

✸✳✸✳✷ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❉✐st♦rt✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉rr❡♥t✴✈♦❧t❛❣❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❘❋✲
❉❆❈ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ❖▼◆ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
◆▼❖❙✴P▼❖❙ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳
❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❝②❝❧❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ♦♥❡ tr❛♥s✐st♦r ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
✐s ♦✛✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ◆▼❖❙ ✭P▼❖❙✮ ❞❡✈✐❝❡
✐s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐ts ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✇✐t❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢

vC (t) = vDD (t)± Io · ron,n/p · sin (ω0t) , ✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡

vDD (t) =

{

VDD, ✇❤❡♥ ▲❖ ✐s ❧♦✇

0, ✇❤❡♥ ▲❖ ✐s ❤✐❣❤.
✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛ ❤❛❧❢✲s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✐r❝✉✐t
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞r❛✐♥ ❝✉rr❡♥t ❢♦r ◆▼❖❙✴P▼❖❙ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ion,n/p (t) = α

(

1

π
+

1

2
sin (ω0t)−

2

π

∞∑

k=1

cos (2k ω0t)

4k2 − 1

)

, ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡

α =
VDD

Ropt

· n
N

·
(

1

1 +
ron,n/p
Ropt

)

. ✭✸✳✷✶✮

■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛s✐t✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞r❛✐♥ ❝✉rr❡♥t ion,n (t) ❛♥❞
ion,p (t) s❤♦✇ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Io ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ❛s t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② α ✈❛r✐❡s ✐❢ ron,n 6= ron,p ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥✲
r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ P▼❖❙ ❛♥❞ ◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t ❝✉rr❡♥t tr❛♥s✐❡♥t ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t iout✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡
r❛t✐♦ ̺ = ron,n

ron,p
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❲❤✐❧❡

❢♦r ̺ = 1 t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝r♦ss❡s ③❡r♦ ❛t ❡①❛❝t❧② ω0t = 2π✱ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ̺ 6= 1✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝✐r❝✉✐t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❝❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✶✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ron,n/p ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
s❧♦♣❡ ❛t t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ❜✉t ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣
❛s ̺ = 1 ❬✸✵❪✳

✺✽



✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼

0π π 2π 3π 4π
ω0t

vC

VDD

(a)

Io · ron,n

Io · ron,p

Phase I Phase II

0π π 2π 3π 4π
ω0t

ion,p

(b)

f (α)

0π π 2π 3π 4π
ω0t

ion,n

(c)

f (α)

(d)
π 2π 3π 4π

ω0t

iout Ion,p + Ion,n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❈✉rr❡♥t✴✈♦❧t❛❣❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢♦r ❛ ❘❋✲❉❆❈ ✉♥✐t✲❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❖▼◆✱ ✇✐t❤ ✭❛✮ s✇✐t❝❤ ✈♦❧t✲
❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✱ ✭❝✮ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ♦✉t♣✉t
❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠✳

1.8π 1.9π 2π 2.1π 2.2π
−0.1

0

0.1

Conduction Angle ω0t

N
or
m
al
iz
ed

C
u
rr
en
t

i o
u
t

m
ax

{i
ou

t} ̺ = 1

̺ = 2

̺ = 4

̺ ≫ 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙❤✐❢t ♦❢ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❘❋✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐ts✳
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✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

✸✳✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t♦ s✇✐t❝❤❡❞ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭◆❙❙▼✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✶✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝✐r❝✉✐t ❞❡✲

♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ◆▼❖❙ ❛♥❞ P▼❖❙ tr❛♥s✐s✲
t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼
❛♥❞ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✷✽♥♠ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✲
♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜❡❤❛✈❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✵✮✳ ❲✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✱
❜✉t ❝♦♥st❛♥t ♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ st✐❧❧ s❤♦✇s ❛
♠✐s♠❛t❝❤✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r st❛❣❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t st❛t✐❝
♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❛s ✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ron,n ❛♥❞ ron,p✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ |VDS(t)|✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡s t❤❡ t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳
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▲❙❙▼ ron,p = ron,n
▲❙❙▼ ron,p 6= ron,n
◆❙❙▼ ron,p = ron,n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆▼✲P▼ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛♥❞ ◆❙❙▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✷✽ ♥♠
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

■♥ ✭✸✳✹❛✮✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣ k+1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣s {Ad,Bd}Σ[k]✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ Σ[k] ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ[k] ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s n[k] ❛s ✐♥ ✭✸✳✾❛✮✳ ❋♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ Σ[k] ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧s σI [k], σQ[k] ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❡❧❧s nI [k], nQ[k]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✶✹❛✮✳

✻✵



✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼

❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z[k + 1] ❛❧s♦ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
♥❡①t t✐♠❡ st❡♣ k + 1✱ ✐✳ ❡✳ |VDS| [k + 1] = f(z[k + 1])✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t k t♦ k + 1 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② AdΣ[k]

❛♥❞ BdΣ[k]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z[k + 1] ❛r❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s
♦✈❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t k + 1✳
❚❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❑✐r❝❤❤♦✛✬s ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺
♦r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ ✐✳ ❡✳

VDS,ron,p [k + 1] = f1(z[k + 1]), ✭✸✳✷✷❛✮

VDS,ron,n [k + 1] = f2(z[k + 1]), ✭✸✳✷✷❜✮

✇❤❡r❡ f1 ❛♥❞ f2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡s
❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ◆▼❖❙ ❛♥❞ P▼❖❙ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r |VDS| [k+1] ❛♥❞ ron[k+1] ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♥❧②✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ✐♥ ✭✸✳✼❝✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼❞✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧
❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ |VDS| [k + 1]✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞✿

VDS,p = u− vcon − vcoff − VDS,n, ✭✸✳✷✸❛✮

IDS,p = iL − IDS,n, ✭✸✳✷✸❜✮

IDS,p = βp(VDS,p), ✭✸✳✷✸❝✮

IDS,n = βn(VDS,n), ✭✸✳✷✸❞✮

✇❤❡r❡ u ✐s ❡✐t❤❡r VDD ♦r VSS✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s βPMOS ❛♥❞ βNMOS ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥
▼❆❚▲❆❇✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✸✳✽✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s vcon ✱ vcoff ❛♥❞ iL ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ✈❡❝t♦r z✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s βp ❛♥❞ βn ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣ t❤❡ ❞r❛✐♥✲
s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼❛ ❢♦r P▼❖❙ ❛♥❞ ◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ βp ❛♥❞
βn ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉♥✐t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② s❤♦✇ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ st❛t❡ σ[k+1] ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s✉❝❤ t❤❛t ron/off [k + 1] ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ P▼❖❙ ♦r t❤❡ ◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ron ❛♥❞ roff ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s Am,n ❛♥❞ Bm,n ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st❡♣ k + 1✿

A0,n[k + 1] =





− 1
con·rt

− 1
con·rt

1− ron,p
con·rt

− 1
coff ·rt

− 1
coff ·rt

− ron,p
coff ·rt

− roff
L·rt

1− roff
L·rt

−
(

RL
L

+
ron,p roff

L·rt

)



 , ✭✸✳✷✹❛✮

B0,n[k + 1] =

[ 1
con·rt

1
coff
roff
L·rt

]

, ✭✸✳✷✹❜✮

✻✶



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

✇❤❡r❡ rt = ron,p + roff ✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r σ[k] = m = 1✳ ❲✐t❤ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✐st♦rs ron ❛♥❞ roff ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ k+1 ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧s♦ Am,n[k+1] ❛♥❞ Bm,n[k+1] ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡❝t♦r z[k]✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛t❡✲
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✿

z[k + 1] = hA (z[k]) z[k] + hB (z[k])u[k], ✭✸✳✷✺❛✮

y[k] = Ez[k], ✭✸✳✷✺❜✮

✇❤❡r❡ hA(·) ❛♥❞ hB(·) ❞❡♣✐❝t t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r z✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✸✳✾❜✮✳
❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛tr✐❝❡s hA (z[k]) ❛♥❞

hB (z[k]) t❤❡ ◆❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s✳ ❚♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤ ♦✈❡r✲
s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥✲t✐♠❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❜✉t st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛ tr❛♥s✐st♦r✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘©✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✭♥♦♥✐❞❡❛❧✮ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡❞❣❡s

♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❲✐t❤
t❤❛t✱ t❤❡ ◆❙❙▼ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
✈❛r②✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s✱ ✐✳ ❡✳ ❛ ❤✐❣❤❡r s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❤❛s❡s ✭r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡❞❣❡s✮ ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧②✮ ❧♦♥❣ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ◆❙❙▼ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ▲❙❙▼ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s✳

✸✳✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡♠ ❛❣❛✐♥st r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦r ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞
❘❋✲P❆ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈✐r❝✉✐t ▼♦❞❡❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ♦♥ ❛ tr❛♥s✐st♦r✲❧❡✈❡❧✿

✻✷



✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼

✶✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ tr❛♥s✐st♦r✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ 28 ♥♠ ❈▼❖❙
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘©✳ ❆❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s ✉t✐❧✐③❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt tr❛♥s✐st♦r ♠♦❞❡❧s ❬✾✽❪✳

✷✳ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s✳

✸✳ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❈▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs✳

❇❛s✐❝ ❝✐r❝✉✐t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛♥❞ ◆❙❙▼ ❛r❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✴❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✶✺✲❜✐t q✉❛❞r❛t✉r❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ▲❖ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❡t t♦ fLO = 2●❍③✳ ❊❛❝❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✉s❡s ❡q✉✐❞✐st❛♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛s✐✲✐❞❡❛❧ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡❞❣❡s
♦❢ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ P▼❖❙
❛♥❞ ◆▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼❛✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ st❛t✐❝ ❉❈
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
▲❙❙▼ ❛♥❞ ◆❙❙▼ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s t♦ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲ ❛♥❞ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐st♦r ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ st❛t✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ■◗ ❈✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚♦t❛❧ ❛rr❛② ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ 20.48 ♣❋
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts 15

P▼❖❙ W = 420 ♥♠✱ L = 30 ♥♠
◆▼❖❙ W = 210 ♥♠✱ L = 30 ♥♠

❙✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ 1.1❱
▲❖ ❢r❡q✉❡♥❝② 2●❍③

▼❛①✳ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r 14 ❞❇♠✶

✶ ❈❲ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ✷▼❍③
❝♦♠♣❧❡① s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛s❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✳ ■♥

t❡r♠s ♦❢ ❆▼✲❆▼ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s
s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷❛✳ ❚❤❡ ▲❙❙▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆❙❙▼ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥❡q✉❛❧
♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s s❤♦✇ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❆▼✲P▼ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷❜✳ ❚❤❡ ▲❙❙▼ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s
s❤♦✇s ♥♦ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❯♥❡q✉❛❧ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❆▼✲P▼ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ▲❙❙▼✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✶✮✳ ❆♥②❤♦✇✱ t❤❡ ▲❙❙▼ st✐❧❧
s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ◆❙❙▼
✇✐t❤ ✉♥❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❤✐❡✈❡s s✉♣❡r✐♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞
s❤♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✳

✻✸



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s
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▲❙❙▼ ron,p = ron,n

▲❙❙▼ ron,p 6= ron,n

◆❙❙▼ ron,p = ron,n

◆❙❙▼ ron,p 6= ron,n

❙♣❡❝tr❡❘❋❘©

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘©✱ ▲❙❙▼ ❛♥❞
◆❙❙▼✳ ✭❛✮ ❆▼✲❆▼ r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❜✮ ❆▼✲P▼ r❡s♣♦♥s❡✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❆❣❛✐♥st ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ▼♦❞❡❧s

■♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆❙❙▼ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❘❋✲P❆ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❘❛♣♣✬s
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❙❛❧❡❤✬s ♠♦❞❡❧ ❬✸✺✱✻✶✱✻✷✱✾✾✱✶✵✵❪✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✐♥

❛ ✷✽ ♥♠ ❈▼❖❙ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❝❤✐♣ ♠✐❝r♦✲♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

✻✹



✸✳✸ ❙✇✐t❝❤❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ t❡st ❝❤✐♣ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧s xI(t) ❛♥❞ xQ(t)✳ ❚❤❡ ❘❋ ♦✉t♣✉t
s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ y(t) ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐❣♥❛❧
❛♥❛❧②③❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❣✐t❛❧ ❜❛s❡❜❛♥❞ s❛♠♣❧❡s ỹ(kTs) ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ t♦
t❤❡ P❈✴▼❆❚▲❆❇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❊❱▼✱ ❋❋❚✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ▼✐❝r♦✲♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✷✽ ♥♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ■◗ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

❘❋✲

❉❆❈

❱❡❝t♦r

❙✐❣♥❛❧

●❡♥❡r❛t♦r
P❈

▼❆❚▲❆❇

❱❙❆

▲❖

xI [k]

xQ[k] vDAC(t)

vDAC[k]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥ ♦♥✲❝❤✐♣ ❈▼❖❙ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ P❙❉s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧
❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ fsig = 2▼❍③ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙✐♥❣❧❡✲
t♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞❛t❛
❝♦♥✈❡rt❡rs ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❧♦ts✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✭❍❛♠♠❡rst❡✐♥✱ ❘❛♣♣✱ ❙❛❧❡❤✮ ♦♥❧② s❤♦✇ ❛ ♠✐♥♦r

❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥
♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈
✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❘❛♣♣ ❛♥❞ ❙❛❧❡❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
s❤♦✇s q✉✐t❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘©✳ ❉✐s✲
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘© ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✐❞❡❛❧

✻✺



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✭■▼❉s✮ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡
◆❙❙▼ ❛❝❤✐❡✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ■▼❉s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘©

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛r❡ P❆ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s str♦♥❣❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r ❢❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧
r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ◆❙❙▼ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡①t❡♥❞❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ▲❚❊✲❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭✷✺✻✲◗❆▼✮ ♠♦❞✉✲

❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛rr✐❡rs ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
♦❢ ✹✵▼❍③ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ▲❙❇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ P❙❉s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t

s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ▲❙❙▼✱ ◆❙❙▼✱ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳
❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♣❧♦t ♦♥❧② s❤♦✇s t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✬s ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❊❱▼
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆❙❙▼ ♦✉t♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ✵✳✼✪ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s t❤❡ r❡✲

q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ 50 t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥
t❤❡ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘© tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ P❆ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
♠✉❝❤ ❢❛st❡r✱ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❢❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧
r❡❣✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❧❛❝❦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐st✐♥❝t ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❖t❤❡r ◆♦♥✲✐❞❡❛❧ ❊✛❡❝ts ✇✐t❤

❙✇✐t❝❤❡❞ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❞❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❡✛❡❝ts t♦ t❤❡
s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ ❞✐✛❡r ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❡✛❡❝ts t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ron,p = ron,n✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❛♥❛❧②③❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❜❡❧♦✇ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✹✳✶ ❈❡❧❧ ▼✐s♠❛t❝❤

❈♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡ ✉♥✲
❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r❡s✉❧t ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❊st✐♠❛t❡❞ P❙❉s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈ ♦✉t♣✉t ❢♦r ◆❙❙▼✱ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘©✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ 2▼❍③✳

❛♥❞ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ❡q✉❛❧✱ ❡✛❡❝t✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr②✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ✉♥✐t❛r② ❝❡❧❧s ❬✸✵✱✹✷❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥✈❡rt❡rs
❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❛♣❛❝✐t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❡❧❧s s❧✐❣❤t❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐❞❡❛❧
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s t❤✉s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞
s✐♠♣❧② ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ❝❡❧❧s n(t)

N
❛s ✐♥ ✭✷✳✻✮✳

❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

vDAC(t) =
2

π
VDD

∑n
i=1Cu +∆Ci

∑N
i=1Cu +∆Ci

sin (ωLOt) , ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ∆Ci ✐s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ✐ts ✐❞❡❛❧ ✈❛❧✉❡
Cu✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳ ❡✳
∆Ci ∼ N (0, σ2

C)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r s✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡✈✐❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

✐✳❡✳ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✉♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡q✉✐r✐♥❣
✐♠♠❡♥s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐✲
t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s

con =
n∑

i=1

Cu +∆Ci coff =
N∑

i=n+1

Cu +∆Ci ✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ∆Ci = 0✱ t❤❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡
❛❣❛✐♥ con = n Cu ❛♥❞ coff = (N − n) Cu✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✻✼



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

−600 −400 −200 0 200 400 600
−600

−400

−200

0

200

400

600

❘❡❛❧ ✭▲❙❇✮

■♠
❛❣

✭▲
❙
❇
✮

■♥♣✉t
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❙❛❧❡❤
❘❛♣♣
❍❛♠♠❡rst❡✐♥
▲❙❙▼
◆❙❙▼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❈♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✷✺✻✲
◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ▲❙❇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❢❛st ✇❛② t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠✐s♠❛t❝❤
✐♥ tr❛♥s✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲
t♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼✳
❆ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ 100 r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ∆Ci✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P❙❉s✳

✸✳✹✳✷ ❈❧♦❝❦ ❏✐tt❡r

❏✐tt❡r ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐tt❡rs✳
❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈ ❜❛s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❖ ❛❝ts ❛s
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ✉♣❝♦♥✈❡rts t❤❡ s✐❣♥❛❧ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s r❡❝❡✐✈❡r
❞❡s❡♥s✐t✐③❛t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ ♠❛s❦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❙◆❘ ❛♥❞ ❊❱▼ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❬✶✵✶✕
✶✵✸❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛r❧② ❛♥❞ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ▲❖ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❥✐tt❡r ♦♥

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❈✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs
❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❡✈❡r❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥
t✐♠❡s✳
❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❡①✐st t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❥✐tt❡r ♦♥ ❉❆❈s ❬✶✵✹✕✶✵✼❪✱ ❜✉t

✻✽
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■♥♣✉t

❙♣❡❝tr❡❘❋

▲❙❙▼

◆❙❙▼

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ P❙❉s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ■◗ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ❢♦r ▲❙❙▼✱ ◆❙❙▼✱ ❙♣❡❝tr❡❘❋ ❘©✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛♥ ▲❚❊
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ 20▼❍③✳

t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❥✐tt❡r ❡✛❡❝t ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
♦t❤❡r ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ✉s❡s t❤❡ ▲❖ ❛s ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ[k] t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛❝✲

t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t✐♠✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✉❜s②st❡♠
s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♠✐♥❣ ❥✐tt❡r ✐s ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
✐ts ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ❢♦r
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❧♦❝❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜rst ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ▲❖ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✱ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✱ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ❉❆❈ ✐s
❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞✱ ✐❢ s❝❛❧❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝tr❛ ♠❛t❝❤✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ▲❖ ❥✐tt❡r ❢♦r ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
❢♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛✐r❡❞ ❜② ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✱ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥s✳

✸✳✹✳✸ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥s

❚❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❛❧s♦ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ♠❛❦✐♥❣
✐t t❤❡r❡♦❢ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ s✉♣♣❧②✳ ◆♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧②
VDD ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ▲❖ ❛s ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✷✳✻✮✳ ❚❤✐s
❝❛✉s❡s s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✐♠♣❛✐rs ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ✐s
❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❘❋✲❉❆❈✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ s✉♣♣❧②
✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

✻✾



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳

▼♦❞❡❧

❚②♣❡
trun

✶

s

❈■▼✸

dBc/Hz

■▼✺

dBc/Hz

❈■▼✼

dBc/Hz

■▼✾

dBc/Hz
❊❱▼✷

%

❍❛♠♠❡rst❡✐♥ 6.2 −95 −122 −157.2 −158.1 1.7

❘❛♣♣ 5.7 −85 −99 −119.5 −125.7 4.4

❙❛❧❡❤ 6.8 −157.5 −158 −157.1 −158.7 2.3

▲✐♥❡❛r ❙❙▼ 86 −108.1 −109.3 −121.7 −122.1 1.4

◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❙▼ 492 −92.4 −101.5 −116.7 −117.7 3.9

❈❛❞❡♥❝❡ 26 189 −90.4 −105.4 −114.8 −119.1 3.2

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✲ −99.4 −105.5 −115.1 −115.9 3.8

✶ ❚✐♠❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ 10µs ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ Fs = 128●❍③✳
✷ ❊❱▼ r❡s✉❧ts ❢♦r ✷✺✻✲◗❆▼ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧✳

❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❜② s✉♣♣❧② r❡❣✉❧❛t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡s ♦❢ ❛ ❉❈✲
❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ❬✶✵✽❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇♥ ❜②
t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛✉s❡s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛❝r♦ss ❛♥② s✉♣♣❧② ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛♥❞
✇✐r✐♥❣✳
❆ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ s✉♣♣❧② r❡❧❛t❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s s✉❝❤

❛s ❱♦❧t❡rr❛ ❙❡r✐❡s ♦r ❲✐❡♥❡r✲❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❬✷✷✱ ✸✺✱ ✶✵✾❪✳ ❇✉t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❙❙▼
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦rs ❜② ❞✐✲

r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ ❝✐r❝✉✐t✲❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② r❡❧❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐tr② ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ ✐♥ q✉✐t❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡r s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡✳ ❊✳❣✳ ❛
❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▼❍③ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ♦♣❡r✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖ ✐♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ●❍③ r❛♥❣❡✳
❆♥♦t❤❡r ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t②

t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳
❚❤✉s✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛st
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r
❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
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✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥✲■❞❡❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞ ❙❙▼
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−200
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❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼❍③✮

P
❙
❉
✭❞
❇
♠
✴❍

③✮
■❞❡❛❧

❈❛♣❛❝✐t♦r ▼✐s♠❛t❝❤

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rt❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲
t♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ 10MHz ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r n = 100 r✉♥s✳

❝❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✱ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s
❢♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❘▲❈ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

K0,n =









Ls 0 0 0 0
0 Cs 0 0 0
0 0 cn 0 0
0 0 0 cN−n 0
0 0 0 0 L









✭✸✳✷✽❛✮

A0,n = K−1
0,n






−Rs −1 0 0 0

1 − 1
ron+roff

1
ron+roff

1
ron+roff

−
roff

ron+roff

0 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

roff
ron+roff

0 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

0
roff

ron+roff
−

roff
ron+roff

RN
ron+roff

−
Rl (ron+roff )+ron roff

ron+roff




 ✭✸✳✷✽❜✮

B0,n = K−1
0,n

[
1 0 0 0 0

]T
✭✸✳✷✽❝✮

E0,n =
[
0 0 Rl

]
✭✸✳✷✽❞✮

F0,n = 0 ✭✸✳✷✽❡✮
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✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s
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L
(f

)
✭❞
❇
❝
✴
❍
③
✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ▲❖ ❛♥❞ ✭s❝❛❧❡❞✮ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❛t fLO =
2GHz✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ▲❖✱ ✇✐t❤ 1 ps ❘▼❙ ❥✐tt❡r✱ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❣✉r❡✳

K1,n = K0,n ✭✸✳✷✾❛✮

A1,n = K−1
0,n










−Rs −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 − 1

ron+roff
− 1

ron+roff

roff
ron+roff

0 0 − 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

0 0 − roff
ron+roff

RN

ron+roff
−Rl (ron+roff)+ron roff

ron+roff










✭✸✳✷✾❜✮

B1,n = B0,n ✭✸✳✷✾❝✮

E1,n = E0,n ✭✸✳✷✾❞✮

F1,n = F0,n ✭✸✳✷✾❡✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✸✳✶✵❜✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶❛✮✱
t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐① str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧ σ[k]✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① Bm,n ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❖ ❛s t❤❡ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ VDD✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛✲

♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲❙❙▼ ❛❧s♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
♦♥ VDD ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈
♦✉t♣✉t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸✳

✸✳✹✳✹ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❆❧❧ ■♠♣❛✐r♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧② t♦

✼✷



✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥✲■❞❡❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞ ❙❙▼

−50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40 50
−200

−180

−160

−140

−120

−100

−80

❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼❍③✮

P
❙
❉

✭❞
❇
♠
✴❍

③✮
■❞❡❛❧
✐♥❝❧✳ ▲❖ ❏✐tt❡r

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rt❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ✭r❡❞✮
▲❖ ❢♦r ❛ 10MHz ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳

VDD
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ron

con
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VSS
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σ[k]

L
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧✳

t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖ ❥✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥✲t✐♠❡
❜❡♥❡✜t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❛❧♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
100✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲t♦♥❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ ▲❖ ❥✐tt❡r✱ ❛♥❞ ❛ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✲
✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ s❡r✐❡s ❘▲❈ ❝✐r❝✉✐tr②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ❘▼❙ ❝❧♦❝❦ ❥✐tt❡r ♦❢ t❤❡ ▲❖ ✐s 1 ps ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✽✱ ✸✳✷✸✱ ❛♥❞ ✸✳✷✵✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❤✐❣❤❡r s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ♥❡❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡
s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛♥❞ ▲❖ ❥✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❢❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✐s ♣r✐✲
♠❛r✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✳

✼✸



✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s

23 23.5 24 24.5 25 25.5 26 26.5 27
0.96

0.98

1

1.02

1.04

❚✐♠❡ ✭♥s✮

v D
D
✭❱

✮
vDD

−1

−0.5

0

0.5

1

◆
♦r
♠
❛❧
✐③
❡❞

■♥
♣✉

t
❈
♦❞
❡

vDD
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧✳

✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s✇✐t❝❤❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼s
❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs t♦ t❤❡ ❞r❛✐♥✲s♦✉r❝❡ ✈♦❧t❛❣❡
|Vds|✱ t❤❡ ◆❙❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❆▼✲P▼ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ◆❙❙▼ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ tr❛♥s✐st♦r✲❧❡✈❡❧ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘© t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♣❡r✐♦r
❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❧♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ s✐③❡ ❢♦r ♣♦❧❛r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉st ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ r✐s❡✴❢❛❧❧ ❡❞❣❡s ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧✬s ♣❤❛s❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲

❉❆❈ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝r✉❝✐❛❧ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ s✉♣♣❧②
✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ▲❖ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❧♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥ t✐♠❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❝✐r❝✉✐t✲
❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡s ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❆❧❧ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦r s❡♣❛r❛t❡❧②✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rt❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲
t♦♥❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✶✵▼❍③ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❋✲❉❆❈ ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts
♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✱ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❛♥❞ q✉✐❝❦
✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥❡rs✳
❚❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞

s②st❡♠s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛
❥♦✉r♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t❡❞✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈s ❬✶✶✶❪✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❛❧s♦
❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝✉rr❡♥t✲st❡❡r✐♥❣ ❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✶✶✷❪✳
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉✐❣✐t❛❧

Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋

❉❆❈s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❝♦♠✲
♣❡♥s❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲
❉❆❈✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ❢r♦♠ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡rs
❛♥❞ ❛ ❝✐r❝✉✐t✲✐♥s♣✐r❡❞ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝♦♠❜✐♥❡s ❤✐❣❤ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ✐ts ❧♦✇ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② r❡✲
❥❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧② tr❛♥s❧❛t❡
t♦ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❧♦✇✲❞r♦♣♦✉t r❡❣✉❧❛t♦rs ✭▲❉❖s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ st❛❜❧❡ s✉♣♣❧②

✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✳ ▲❉❖s ✇✐t❤ ❛ ❣❛✐♥✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❧♦✇ s✉♣♣❧② ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳
❚♦ ❛❧s♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✭t❤✐r❞✱ ✜❢t❤✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✲
✇♦r❦✱ ▲❉❖s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❣❛✐♥✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ▲❉❖s ❛r❡ st✐❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❢♦r
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ✹● ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇✐r❡❧❡ss
st❛♥❞❛r❞s✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤✐s r❡♠❡❞② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r ❢✉rt❤❡r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✛✲❝❤✐♣ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ ✶✻✵▼❍③ ❛♥❞
❜❡②♦♥❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤❡r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs✱ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✵✷✹✲◗❆▼✱ ✇✐❧❧ ✐♠♣♦s❡
❡✈❡♥ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▲❉❖s ❛❧s♦ s✉♣♣r❡ss ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮ ❞✐st♦rt✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② s✉❝❤ ❛s ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ❢r♦♠ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡rs✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❉❘❈✮ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞

t✐♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ r❡❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ t♦ ♠♦❞✲
✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✳
❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t✲✐♥s♣✐r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❢✲

❢❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✳ ❚❤❡
❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t r❡❝r❡❛t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

✼✼



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

❘❋✲❉❆❈ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛♣s t❤❡
❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❞✐❣✐t❛❧❧② ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❝r❡❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧②✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ■ts ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s r❡✲
♠❛r❦❛❜❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✭♣r✉♥❡❞✮ ❱♦❧t❡rr❛ ❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✭❧♦✇✲
❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❛❞❛♣t✐✈❡ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ✐s
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜❛s❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣♦✇❡r ❛♠✲
♣❧✐✜❡r ❬✺❪ ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡❜❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✻❪✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥❝❡♣t
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❙◆❉P❉✮✳
❇♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✐t❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ str✐♥❣❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧②

♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✱ ♦r ❦❡❡♣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✭❧✐♥❡❛r✐t②✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲
❉❆❈✳

✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡

❘❋✲❉❆❈

❚❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ VDD ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❛❧s♦ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡✳
❍❡♥❝❡✱ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲❖✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❜✉t ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡s ♦❢ ❉❈✲❉❈
❝♦♥✈❡rt❡rs ❬✶✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t iDD(t) ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈✱ ✐s ✭✐♥♣✉t✮ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ vd(t) ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧②✱ ✐✳ ❡✳ vDD(t) = VDC + vd(t)✱

t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✭✷✳✻✮ ❜❡❝♦♠❡s

vDAC(t) =
2

π
vDD(t)

n (t)

N
sin (ωLOt) ✭✹✳✶❛✮

=
2

π
[VDC + vd(t)]

n (t)

N
sin (ωLOt) . ✭✹✳✶❜✮
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✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

x̃[k]
❘❋✲

❉❆❈

vDAC(t)

ZSN

+ −
vd(t)

vDD(t) = VDC + vd(t)

iDD(t)

ℓ(t)

▲❖

f

|VDD(f)|

f

∣
∣
∣X̃(f)

∣
∣
∣

fx̃
f

|L(f)|

fℓ

f

|VDAC(f)|

fℓ + fx̃fℓ − fx̃

❙✉♣♣❧②− +

VDC

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

✹✳✶✳✶ ❉❈✲❉❈ ❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s

❙✇✐t❝❤❡❞ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ❇✉❝❦ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡s vr(t) ❬✾✶❪✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐✳ ❡✳ vDD(t) = VDC + vr(t)✱ ❣❡♥❡r❛t✲
✐♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶❜✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡s❡ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❢♦r ❛ 10♠❱ ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ✇✐t❤ ✷▼❍③ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② vr(t) s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆❈P❘ ✐♥
t❤❡ ♥❡❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜②
♦♥✲❝❤✐♣ ▲❉❖s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t t♦
s✉♣♣r❡ss t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳

✹✳✶✳✷ ❙✐❣♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱♦❧t❛❣❡ ❉r♦♣

❚❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t iDD(t) ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ✭✐♥♣✉t✮ s✐❣♥❛❧ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ vd(t) ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
ZSN 6= 0✳ ❚❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ r❡s✉❧ts ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉♣♣❧②✱ ✐✳ ❡✳
vDD(t) = VDC +vd(t)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t✲
♣✉t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✐♥✲❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶❜✮✳
❚❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t iDD(t) ✐s ♦♥❧② ❞r❛✇♥ ✐❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ s✉♣♣❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞
♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ✐s ♦♥❧② ✢♦✇✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ▲❖
❣❛t❡ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛rr❛② t♦ vDD(t)✳ ❚❤✉s✱ iDD(t) ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ▲❖ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fLO ❛♥❞ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❈♦♥tr❛r②✱ ✐♥
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−200

−150

−100

❋r❡q✉❡♥❝② ✭●❍③✮

P
❙
❉
✭❞
❇
✴❍

③✮

vDD(t) = VDC

vDD(t) = VDC + vr(t)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ 10♠❱ ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦ ✈♦❧t✲
❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ✇✐t❤ ✷▼❍③ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r t❤❡ P✲s✐❞❡ ♦r t❤❡ ◆✲s✐❞❡ ❛r❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✉♣♣❧② ❬✸✕✺✱ ✸✵❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✐s ✢♦✇✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜✱ t❤✉s s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ▲❖ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❉✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s
♣❛rts r❡♠❛✐♥ ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▲❖ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜✉t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r
✭❛✮ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥ts ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈✬s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭✷✳✹✮ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤✐s✱ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s
s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❜♦✈❡✳ ❆❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
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✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

Ru

n

n · Cu

VDD

Ru

N−n

(N − n) · Cu

L

R

ZDAC

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳

✐♠♣❡❞❛♥❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② Cu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✭❛ss✉♠❡❞✮
✉♥✐t❛r② ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ Ru ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❞r✐✈❡rs✬ P▼❖❙ ❛♥❞ ◆▼❖❙✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ VDD✳
❲✐t❤ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ZDAC(s) =
1

n
· sRuCu + 1

sCu

+
(sRuCu + 1) (sL+R)

(sRuCu + 1) + (N − n) sCu (sL+R)

=
sRuCu + 1

sCu

·
[

1

n
+

sL+R
sRu Cu+1

sCu
+ (N − n) (sL+R)

]

. ✭✹✳✷✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃[k]✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ZDAC(jω) ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ω = ωLO✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZDAC(jω) ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✈❡r t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳
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❚❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐s ❢✉rt❤❡r ❣✐✈❡♥ ❜②

IDD (s) =
1

ZDAC (s)
VDC ,

= VDC
sCu

sRuCu + 1

sRu Cu+1
sCu

+ (N − n)(sL+R)
sRu Cu+1

sCu
+ (sL+R)N

✭✹✳✸✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✬s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZSN(s)✱ ❛ss✉♠✲
✐♥❣ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐s

Vd(s) = IDD (s) · ZSN (s) . ✭✹✳✹✮

❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ vd(t) ❛r❡ ♠♦❞✲
✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ vDD(t)✳ ❚❤❡s❡
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✉♣✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ▲❖ t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ t❡r♠ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ x̃[k]✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ iDD(t) ❛❧s♦ vd(t) ♣♦ss❡ss❡s ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ▲❖ ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ vDD(t)
❛t ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ fLO ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❛t fLO ❞✉❡ t♦ ❢♦❧❞✐♥❣
✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭tr❛♣❡③♦✐❞❛❧✮ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡
❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇♣❛ss ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②
♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r
❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ iDD(t)❛♥❞ vDD(t) ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭s✇✐t❝❤✐♥❣✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱
❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❉P❉ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣✳

❆✈❡r❛❣❡ ❙✉♣♣❧② ❈✉rr❡♥t

❚❤❡ ❞r❛✇♥ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
♠❛♣s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥♣✉t ❝✉r✲
r❡♥t g : xon → iDD✱ ✇❤❡r❡ xon = n

N
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ xon t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃[k] ❞✐✛❡rs ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♥tr❛r②✱ ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

xon[k] = On(x̃[k]) =

{

|x̃[k]| ❢♦r ♣♦❧❛r

|xI [k]|+ |xQ[k]| ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡
✭✹✳✺✮

✽✷



✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

✇❤❡r❡ x̃[k] = xI [k] + j xQ[k] ❛♥❞ n[k] ∝ xon[k]✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞
❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ vDD(t) ❞❡♣❡♥❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦r ♦♥ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✉s g(·) ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ✐✳ ❡✳
iDD(t) = g [xon (t)]✱ ✇❤❡r❡ iDD(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②
s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥
t❤❡ s✉♣♣❧② ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✬s ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧s♦
t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛t t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ iDD ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠
❛ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻
s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❢♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ r❛♥❣❡✳

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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|x̃|

i D
D
✭❆

✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♦✈❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢♦r ❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

P♦❧❛r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

■♥ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ n ∝ xon = |x̃| ❛s ✐♥ ✭✹✳✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZDAC

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❞r❛✇♥ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳

iDD = g (xon) = g (|x̃|) . ✭✹✳✻✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ vd(t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❢♦r VDC = 1❱✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❛❧✲
✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ x̃[k] ∈ R ✭♥♦ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖✮✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ vDD(t) ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
✐❞❡❛❧ VDC ✳
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x̃ ∈ R

❆✈❡r❛❣❡❞ VDD

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ vDD(t) ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ x̃[k] ∈ R✳ vDD(t) ❞r♦♣s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❛ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ♦❢ vDD(t) ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❛ ♣❛ss✐✈❡ RLC s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❛ 14▼❍③ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✭♥♦ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮
s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✭✹✳✻✮✱ t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ t❤❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ vDD(t) ❛♣♣❡❛rs ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳ ❡✳ ❛t ✷✽▼❍③✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❜ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ♦❢ ❛♥ ✭✐❞❡❛❧✮ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞
♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ t♦♥❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱
✇❤✐❝❤ st❛rt ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝❛✉s❡ ✐♥t❡r♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♣r♦❞✉❝ts ❛t fLO ± 3mfsig ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧♦✇✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛s❡❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭✹✳✷✮✱ ✐✳ ❡✳

∣
∣IDD(jω)

∣
∣ =

1

|ZDAC(jω)|
2

π2
, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ 2
π2 r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ r❡❝t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♥❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✭✹✳✼✮ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡
❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ vDD(t) ❛♥❞ ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s n✳ ❚❤✉s✱ ✭✹✳✼✮ ♠✉st ❜❡ r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ n✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

❛✈❡r❛❣❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ vDD(t) ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢
❛ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

ZDAC ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ iDD ✇✐t❤ ✭✹✳✼✮ st✐❧❧ ②✐❡❧❞s ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤
t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ZDAC ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P▼❖❙ ❞❡✈✐❝❡s Ru = f (rpmos)✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r
❝❧♦s❡✲t♦✲❢✉❧❧s❝❛❧❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❛❧♠♦st ♦♥❧② P▼❖❙ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞✱

1
|ZDAC(j ωLO)| ②✐❡❧❞s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ iDD✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ P▼❖❙ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝✉rr❡♥t s❤♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✐st♦r✲
❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉P❉ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉✳

◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ ✭✹✳✺✮✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❛❧s♦ t❤❡
✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✉t ❣✐✈❡♥ ❜②

iDD(t) = g (xon) = g [|xI(t)|+ |xQ(t)|] ✭✹✳✽✮

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣✲
♣❧②✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ✉♥✐t❛r② ❝❡❧❧
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❙✐♠✉❧❛t❡❞
1

|ZDAC(j ωLO)|

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t
❝✉rr❡♥t ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ✭❛✮ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ♦♥❧②
❢♦r ❧♦✇ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❞❡s✐❣♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤

rIon =
Ru

nI

, cIon = Cu · nI , ✭✹✳✾❛✮

rQon =
Ru

nQ

, cQon = Cu · nQ, ✭✹✳✾❜✮

roff =
Ru

N − nI − nQ

, coff = Cu · (N − nI − nQ) . ✭✹✳✾❝✮

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝❡❧❧s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ✐✳ ❡✳

n ∝ |xI(t)|+ |xQ(t)| , ✭✹✳✶✵❛✮

N − n ∝ 1− |xI(t)| − |xQ(t)| . ✭✹✳✶✵❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t iDD ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡
❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ✐s t❤✉s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s vd(t) ♦♥ vDD(t) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡
s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣✱ ❢♦r VDC = 1.1❱✱ ❢♦r ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡
s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ |xI | + |xQ|✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ |xI + jxQ| ✐s s♠♦♦t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❡①❝✐t❡ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ RLC s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ r✐♥❣✐♥❣ ♦♥ vDD(t)✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳
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✹✳✶ ❙✉♣♣❧② ❱♦❧t❛❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈
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−
vcoff

roff

rIon

cIon
+

−
vcIon L

iL

Rl

+

−

y

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❢♦r ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇❤❡♥ ❜♦t❤✱ ■ ❛♥❞ ◗ r❡❧❛t❡❞
❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ VDD✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ iDD ♦✈❡r ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ vd(t) ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸❛ s❤♦✇s
t❤❡ P❙❉ ♦❢ vDD(t) ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣❛ss✐✈❡
RLC s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❛ 14▼❍③ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳
x(t) = cos (2πfsigt) + j sin (2πfsigt)✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ✜rst
❞✐st♦rt✐♦♥ t♦♥❡ ♦♥ vDD(t) ✐s ❛t ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ ❛t
✺✻▼❍③✳ ■♥ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r VDD r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❉❈ ♦✛s❡t ❛s
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸❜
s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤
✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ■◗ ❝r♦sst❛❧❦ ❢♦r q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r✲

❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐❢ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣❧②✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥ ✭✹✳✶❜✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s
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∣

∣

∣

∣xI + j xQ

∣

∣

❆✈❡r❛❣❡❞ VDD

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ vDD(t) ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ s✉❞✲
❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ (|xI |+ |xQ|)✳

x̃(t) = xI(t) + j xQ(t)✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜❡❝♦♠❡s

vDAC(t) =
2 vDD(t)

π
[xI(t) cos(ωLOt)− xQ(t) sin(ωLOt)]

=
2

π
[VDC + vd(t)] [xI(t) cos(ωLOt)− xQ(t) sin(ωLOt)]

= xI(t) cos(ωLOt)
2

π
[VDC + vd(t)]− xQ(t) sin(ωLOt)

2

π
[VDC + vd(t)] .

✭✹✳✶✶✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✭✹✳✽✮✱
❛❧s♦ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳ ❡✳

vd(t) = G {|xI(t)|+ |xQ(t)|} . ✭✹✳✶✷✮

P✉tt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✹✳✶✶✮ ②✐❡❧❞s

vDAC(t) = xI(t) cos(ωLOt)
2

π
[VDC +G {|xI(t)|+ |xQ(t)|}]

− xQ(t) sin(ωLOt)
2

π
[VDC +G {|xI(t)|+ |xQ(t)|}] , ✭✹✳✶✸✮

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❜② t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ xI(t) ❛♥❞ xQ(t)✳ ❍❡♥❝❡✲
❢♦rt❤✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ■◗ ❝r♦sst❛❧❦ ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡s✳
❙✐♠✐❧❛r ❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZDAC✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ P❙❉s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ vDD(t) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛s ✐♥ ✭✹✳✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥❡❣❧❡❝ts
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ▲❖ s✐❣♥❛❧s ♣♦ss❡ss ❛ 90◦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❉✉❡
t♦ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡
❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ VDD✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐✳ ❡✳

LOI = 1,LOQ = 0

LOI = 0,LOQ = 0

LOI = 0,LOQ = 1

LOI = 1,LOQ = 1

❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭❧✐♥❡❛r✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
▲❖ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝✐r❝✉✐t str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❢♦✉r✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥
❜②

IDD(jω) =
1

2 π

1∑

i=0

1∑

j=0

{

1

ZDACLOI=i,LOQ=j
(ωLOt)

}

✭✹✳✶✹✮

❢♦r i, j ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ▲❖ s✐❣♥❛❧ st❛t❡s✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧❛r ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ▲❙❙▼ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣ xon = |xI |+ |xQ| ❢❛✐❧s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❢♦r Φc(t) = m π

4
✱ ✐✳ ❡✳ ♠❛①✐♠✉♠ xI ✱ ♠✐♥✐♠✉♠ xQ✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡

❢♦✉r✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ❢♦r Φc(t) = m π
4
✱

❜✉t ❧❛❝❦s ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ Φc(t) = m π
8
❢♦r m = 1, 3, 5, . . .✳
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

❈♦♥❝❧✉s✐✈❡❧②✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ✈❛❧✐❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.1

|xI |
|xQ|

1

m
a
x
(i

D
D
si
m
)

(
i D

D
si
m
−
i D

D
a
p
p
ro

x

)

P♦❧❛r ❊q✉✳

✹✲P❤❛s❡ ▼♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❊rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❢♦r
t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲♣❤❛s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✹✳✶✹✮✳

✹✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❈♦♥✈❡rt❡r

❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ s✇✐t❝❤❡❞ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♥✈❡rt❡rs ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ vDD✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s vr(t) ❛r❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ▲❉❖s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❥✉st s✉♣♣r❡ss✐♥❣ vr(t) ❞✉❡ t♦ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❜② ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ▲❉❖✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x̃[k] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ũ[k] = x̃[k]
1

(

1 + vr[k]
VDC

) , ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ũ[k] ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❛♥❞ vr[k] ✐s
t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✬s ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❬✶✵✽❪✳ ■♥s❡rt✲
✐♥❣ ✭✹✳✶✺✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✭✹✳✶❜✮
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✹✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❈♦♥✈❡rt❡r ❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s

②✐❡❧❞s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✿

vDAC(t) =
2

π
[VDC + vr(t)] |ũ(t)| sin (ωLOt+ ϕ(t))

=
2

π
sin (ωLOt+ ϕ(t)) [VDC + vr(t)] |x̃(t)|

1
(

1 + vr(t)
VDC

)

=
2

π
sin (ωLOt+ ϕ(t)) [VDC + vr(t)] |x̃(t)|

VDC

(VDC + vr(t))

=
2

π
sin (ωLOt+ ϕ(t)) VDC |x̃(t)| ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ x̃(t) = |x̃(t)| ei ϕ(t) ❛♥❞ ũ(t) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✭✹✳✶✻✮ r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ vr[k]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ♠✉st ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦ ♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❆❉❈✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❆❉❈ ❢♦r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✳ ❚❤❡
s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲
❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✜❧t❡r ❝✐r❝✉✐tr② ♠❛② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❆❉❈✱
✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤
♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
❆❉❈ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✳
❚❤❡ ❆❉❈✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✲

✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ▲❙❇s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛s |vr(t)| ≪ VDC ❬✾✶❪✳ ❚❤✉s✱
❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❆❉❈✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s
✇✐t❤ ✭✹✳✶✺✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✶ ❬✶✵✽❪

ΓdB ≈ 6.02

[

log2

( |x̃|
VDC

vrpp

)

· B
]

+ 1.76, ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ vrpp ✐s t❤❡ ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r✐♣♣❧❡ vr(t) ❛♥❞ |x̃| ✐s
t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤ 0 ≤ |x̃| ≤ 1✱ ❜♦t❤ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣✲
♥❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ B ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱
t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ◆②q✉✐st ❆❉❈ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ t❤❡ ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ vrpp ✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |x̃|✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✼✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ t♦ ♦♠✐t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡r❡
✐s ♥♦ ❜❡♥❡✜t ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ΓdB ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ |x̃| ∈ [0.01, 1]✳

✶❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❙◆❘ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❆❉❈s✳

✾✶
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❙✐♠✉❧❛t❡❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ r✐♣♣❧❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ΓdB ♦✈❡r t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |x̃|✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❆❉❈ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❆❉❈✬s s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆②q✉✐st✲❙❤❛♥♥♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
r❡❧❡✈❛♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♠❛② ♣♦ss❡ss ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ vr(t)✳ ❚❤✐s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ♦✉t♣✉t ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r♠s
❛ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✱ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥ t✐♠❡s t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✬s
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ ✐♠♣♦s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s

✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ t✐♠✐♥❣ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ vr[k] ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② vr(t) ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✶✺✮✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥
❝♦♥❝❡♣t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ΓdB ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡
❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ∆t ♦❢ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ vr(kTS −∆t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ r✐♣♣❧❡ vr(t)✳ ❆ ❞❡❧❛② ♦❢ ♦♥❧②
10 ♥s ❢♦r ❛ 1▼❍③ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❛❧r❡❛❞② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ r✐♣♣❧❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ 30 ❞❇✳
❋❧❛s❤ ❝♦♥✈❡rt❡r ❆❉❈s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❧♦❝❦ r❛t❡s ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡

❜✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡✲
❧❛② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝❧♦❝❦ r❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ st❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡
✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❈✲❉❈ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳ ❡✳ vr(t) = vr(t + mtDC−DC)✱

✾✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ΓdB ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ vr(kTS −∆t) ❢♦r ❛ 1▼❍③
❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✳

✇❤❡r❡ tDC−DC = 1
fDC−DC

✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r✐♣♣❧❡ vr[k] ✐s
✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞❡❧❛②❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ vr[k] ♠✉st
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✬s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ tDC−DC ♠✐♥✉s t❤❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡❧❛② ∆tADC ♦❢ t❤❡ ❆❉❈✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ∆tDPD ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✶✺✮✱ ✐✳ ❡✳

tshift = tDC−DC − (∆tADC +∆tDPD)
︸ ︷︷ ︸

∆t

. ✭✹✳✶✽✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦r e∆t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r t✐♠✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳

vr(kTS −∆t) vr(kTS −∆t− tshift)

∆t

e∆t(t)

tshift

t0

vr(t)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❉❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ vr[k] t♦ t❤❡ ♥❡①t ❉❈✲❉❈ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛② ❡❧❡♠❡♥t tshift
❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❆❉❈
tADC ❛♥❞ t❤❡ ❉P❉ tDPD ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ∆t ❛❢t❡r t❤❡ ❆❉❈✳ ■♥t❡❣❡r r❛t✐♦s
♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❆❉❈✱ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❋❊ ❛❧❧♦✇ ✉s✐♥❣
s✐♠♣❧❡ s❤✐❢t r❡❣✐st❡rs ❛s tshift

Ts
✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②s ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ ♣r❡❝✐s❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

✾✸



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧♦❝❦ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤❡r❡ fDC−DC ≪ fADC ≤
fDFE✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❆❉❈ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛①❡❞✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡rt❡rs
s✉❝❤ ❛s s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❆❘✮ ❆❉❈s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♠❛❧❧ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❧♦✇
♣♦✇❡r ❞✐❣✐t❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r ✭✹✳✶✺✮✱ ❡✳ ❣✳ ♣✐♣❡❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
❖♣t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡

♠❡♠♦r② ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡ st♦r❡❞ r✐♣♣❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r t✐♠✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❆❉❈ ❝❛♥ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ ❢✉rt❤❡r
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t✐♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❡ st♦r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❝❛♥
❜❡ r❡✲♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❆❉❈✳

❉❈✲❉❈

❝♦♥✈❡rt❡r

❞❡❧❛②(tshift)

♠❡♠♦r②

x̃[k] ❉P❉

❆❉❈

❘❋✲

❉❆❈

vr(t)vr(kTs −∆t)

vr(kTS −∆t− tshift)

ũ[k]
vDAC(t)

VDD = VDC + vr(t)

▲❖

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✴❙✐♠✉❧✐♥❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ▲❙❙▼ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳ ❚❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❜✉❝❦ ❝♦♥✈❡rt❡r✮ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t❡
s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬✾✶❪ ❛♥❞ ✐ts ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t
u(t) ❢♦r t❤❡ ▲❙❙▼ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ❆❉❈ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡❛❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
❛ ✜♥✐t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ∆tADC✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
s❡t t♦ 2●❍③ ❢♦r t❤❡ ▲❖✱ 200▼❍③ ❢♦r t❤❡ ❉❋❊✱ 40▼❍③ ❢♦r t❤❡ ❆❉❈✱ ❛♥❞ 2▼❍③
❢♦r t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❡ ❉❋❊✱
❛♥❞ t❤❡ ❆❉❈ ❛r❡ ♣❤❛s❡✲❛❧✐❣♥❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤✱ s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡
❉P❉ ✇✐t❤ ❛ t✐♠✐♥❣ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t0 = tshift + 10 ♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡
vr(t) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ s❤♦✇s ♦♥❧② ♠✐♥♦r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲
❜❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r❡❝✐s❡ s❤✐❢t✱ ✐✳ ❡✳ t0 = tshift✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✽✮

✾✹



✹✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❈♦♥✈❡rt❡r ❱♦❧t❛❣❡ ❘✐♣♣❧❡s

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐♣♣❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐❣✐t❛❧
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

1.980 1.985 1.990 1.995 2.000 2.005 2.010 2.015 2.020

−200

−150

−100

−50

❋r❡q✉❡♥❝② ✭●❍③✮

P
❙
❉
v D

A
C
✭❞
❇
♠
✴❍

③✮

VDC

VDC + vr(t)

❉P❉✿ t0 = tshift + 10 ♥s

❉P❉✿ t0 = tshift

✭❛✮

1.97 1.98 1.99 2 2.01 2.02 2.03 2.04 2.05

−200

−150

−100

❋r❡q✉❡♥❝② ✭●❍③✮

P
❙
❉
v D

A
C
✭❞
❇
♠
✴❍

③✮

VDC

VDC + vr(t)

❉P❉✿ t0 = tshift + 10 ♥s

❉P❉✿ t0 = tshift

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ❢♦r ✭❛✮ ❛ s✐♥❣❧❡✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
✭❜✮ ❛ ♠✉❧t✐✲t♦♥❡ s✐❣♥❛❧✳

✹✳✷✳✶ ❉r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❘✐♣♣❧❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ✐s ❧✐♠✲
✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s vr[k] ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉t

✾✺



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

✐♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧✳
❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡ ❞❡❧❛② t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ r✐♣♣❧❡ vr(t) ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦r ❡✈❡♥ ♦♠✐t t❤❡ ▲❉❖✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r✐♣♣❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝✉rr❡♥t
♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❤❡r❡✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐st♦r ❧❡✈❡❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✭❛ss✉♠❡❞✮ ♣❡r✐♦❞✐❝ r✐♣♣❧❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s vd(t) ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t

✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s vr(t)✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛♥❝❡❧❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✐♣♣❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
vd(t) ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t✐♠✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❆❉❈ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❋♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡✱ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥♦r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ r❡♥❞❡r t❤✐s ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
vd[k] ✇✐t❤ ✭✹✳✶✺✮ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr② ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥

vd[k] ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡ t❤✐s t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ✭✹✳✶✺✮✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ v̂d[k] ②✐❡❧❞s

v̂d[k] =
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm x̃[k −m] |x̃[k −m]|j−1 , ✭✹✳✶✾✮

✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②

ũ[k] = x̃[k]
VDC

(

VDC +
∑J

j=1

∑M−1
m=0 ajm x̃[k −m] |x̃[k −m]|j−1

) . ✭✹✳✷✵✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝✱ ✐✳ ❡✳ ṽDAC[k] = ũ[k] (VDC + vd[k]) ❣✐✈❡s

ṽDAC[k] = x̃[k]
VDC

(

VDC +
∑J

j=1

∑M−1
m=0 ajm x̃[k −m] |x̃[k −m]|j−1

) , ✭✹✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ṽDAC[k]✳ ❍❡♥❝❡✲
❢♦rt❤✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛r❡❛ ❢♦r t❤❡ ❉P❉✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✉st
❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✾✻



✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♦♥ t❤❡
♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❜✉t ❝❛♥✬t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s vd(t) ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s♦❧❡❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❞✐❣✐t❛❧✮ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✉s✱

❛❧❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✐✳ ❡✳ x(t) →
x(k · Ts) = x[k] ∈ C✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ t✐❧❞❡ s②♠❜♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡✲
❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ✐s ♦♠✐tt❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r♦♠ ✭✷✳✻✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦

vDAC [k] = vDD[k] · x[k] = x[k] · (VDC + vd[k]) , ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ x[k] ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ vd[k] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s❡✲
❜❛♥❞ ✭❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ vDAC [k]
✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ✇❤❡r❡ ✭✷✳✻✮ ❛ss✉♠❡s ❛
③♦♥❛❧ ✜❧t❡r ❛t t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r 2

π
✐s ♦♠✐tt❡❞

❤❡r❡✳
❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ▲❉❖s ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥

t❤❡ ❢❡✇ ▼❍③ r❛♥❣❡✱ ♦r ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞♦♠✐✲
♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♣♦ss❡ss ❛ ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣✲
♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ❲✐✲❋✐ ✽✵✷✳✶✶❛①
❛♥❞ ✺●✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ▲❉❖s ✇✐❧❧ s♦♦♥ r❡❛❝❤ ✐ts ❧✐♠✐t✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐❣✐t❛❧
♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♦✛❡rs ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡
♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ▲❉❖✳
❚❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝✐r❝✉✐t ✐♥s♣✐r❡❞ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ ❉P❉ r❡✲❝r❡❛t❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r ZSN ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡
♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♣r❡❞✐st♦rt❡r

❝♦♥❝❡♣t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ vd[k] ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳

✷❙t✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✾✼



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

x[k] ❉P❉
u[k]

❘❋✲

❉❆❈

vDAC(t)

ZSN

+ −
vd(t)

vDD(t) = VDC + vd(t)

iDD(t)

ℓ(t)

▲❖

f

|VDD(f)|

f

|X(f)|

fx

f

|U(f)|

fx

f

|L(f)|

fℓ

f

|VDAC(f)|

fℓ + fxfℓ − fx

❉P❉

❙✉♣♣❧② − +

VDC

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥s♣✐r❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤
❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳

✹✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❈♦♥❝❡♣t

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ x[k] ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛
s✐❣♥❛❧ α[k] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ u[k] ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u[k] = x[k] · (1− α[k]) . ✭✹✳✷✸✮

■♥s❡rt✐♥❣ ✭✹✳✷✸✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❘❋✲❉❆❈ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭✹✳✷✷✮ ②✐❡❧❞s

vDAC [k] = u[k] vDD[k]

= {x[k] (1− α[k])} vDD[k]

= x[k] (1− α[k]) [(VDC + vd[k])]

= x[k] [VDC + vd[k]− α[k]VDC − α[k] vd[k]] ✭✹✳✷✹✮

❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ vd[k] ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

α[k] =
vd[k]

VDC

(

1

1 + vd[k]
VDC

)

. ✭✹✳✷✺✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s vd[k] ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❛r❡✱ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤✉s α[k] ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ t❛r❣❡t❡❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ α[k] ❛s ✐♥ ✭✹✳✷✺✮ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳

✾✽



✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ vd[k] ≪ VDC ❛♥❞ t❤✉s vd[k]
VDC

≪ 1✱ α[k] ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜②

α[k] =
vd[k]

VDC

, ✭✹✳✷✻✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧

vDAC [k] = x[k] ·
(

VDC − vd[k]

VDC

· vd[k]
)

. ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ t❡r♠ x[k] ·
(

vd[k]
VDC

· vd[k]
)

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

❉P❉ ✭✹✳✷✸✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ α[k] ✐♥ ✭✹✳✷✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
(v2d[k]) ✐s ❛❧♠♦st ❛t t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ✭q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✮ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❛❦✐♥❣ ❛♥ ✽♠❱ ❞r♦♣ ♦❢ vDD(t) ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❛♥❞ r❡❢❡rr✐♥❣ ✐t t♦ ❛ ✶✺ ❜✐t ❘❋✲❉❆❈
✇✐t❤ ❛ ✶❱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷ ▲❙❇s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r
v2d[k]✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ x[k] ·

(
v2d[k]

VDC

)

✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t

vDAC [k] = x[k] ·



VDC − vd[k] · α[k]
︸ ︷︷ ︸

≈0





≈ x[k] · VDC ✭✹✳✷✽✮

②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞✱ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢r❡❡ ♦✉t♣✉t✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✭✹✳✷✸✮ ✇✐t❤ α[k] ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✻✮ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡r✲

❢❡❝t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥s
❝❛✉s❡❞ ❜② vd[k] ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✽✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ α[k]
❛s ✐♥ ✭✹✳✷✻✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧②
✉s❡❞ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✹✳✸✳✷ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❉P❉

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❯❙ ♣❛t❡♥t ♦✣❝❡ ❛♥❞ ❣r❛♥t❡❞ ✐♥ ✷✵✶✽ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛♣s t❤❡ ❘❋✲❉❆❈
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x[k] t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❞✐❣✐t❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❝r❡❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ α̂[k] = v̂d[k]

VDC
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❤❛t s②♠❜♦❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t α̂[k] ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ v̂d[k] ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s vd[k] ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❢♦r
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡s✐❣♥s✳
❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ On (x[k]) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ♠❛♣s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s xon[k]✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s
✐♥ ✭✹✳✺✮✳
g (xon) ✐s ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡

❝❡❧❧s xon[k] t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t iDD[k] ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✉s❡❞ ✐♥ ❲✐❡♥❡r ❛♥❞

✾✾



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

On(x) T
{
iDD

}

+

xon

g(xon)

x[k]

xon[k] iDD[k]
α̂[k] = v̂d[k]

VDC

u[k]

−

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❬✶✶✸❪✳

❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❬✷✺✱✷✻❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ g (xon) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✇✐t❤ ♦r❞❡r J ♦r ❜② ❛ ❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❡✐t❤❡r ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r ❜② ❝✐r❝✉✐t ❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ s❤♦✇s ❛ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

|x̃|

i D
D
✭❆

✮

❙✐♠✉❧❛t❡❞
P♦❧②♥♦♠✐❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ♦✈❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢♦r ❛ ♣♦❧❛r✲❜❛s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r T {·} ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t α̂[k] ♦❢ T {·} ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ vd[k] ♦✈❡r t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② VDC ✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ✇✐r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss
✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r ❉P❉
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ α̂[k] ✐s t❛r❣❡t❡❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥ g (xon) t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ T {·} ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ✭♠❡♠♦r②✮ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ α̂[k] ✐s ✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ x[k] ❛♥❞

t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ x[k]✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲

✶✵✵



✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

y[k] = x[k] · (1− α̂[k]) ✭✹✳✷✾❛✮

= x[k] ·
(

1− v̂d[k]

VDC

)

✭✹✳✷✾❜✮

= x[k] · (1− T {g (xon[k])}) . ✭✹✳✷✾❝✮

✹✳✸✳✸ ▼♦❞✐✜❡❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ▼♦❞❡❧

❚♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ✭✹✳✷✾❝✮ ♠✉st ❜❡ r❡❛❧✲
✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ g(xon) ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ ♦r❞❡r J ✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r T {·} ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❋■❘ ✜❧t❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ✱
✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✮✱
✐✳ ❡✳ T {·} → T [k] =

∑M−1
m=0 hm δ[k −m]✳ ❚❤✉s α̂[k] ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

α̂[k] =
M−1∑

m=0

hm ·
(

J∑

j=0

gj · xjon[k −m]

)

, ✭✹✳✸✵✮

❤❛✈✐♥❣ (J + 1 +M) ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥s❡rt✐♥❣ α̂[k] ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ ✭✹✳✷✸✮ ❣✐✈❡s

y[k] = x[k] ·
[

1−
M−1∑

m=0

hm ·
(

J∑

j=0

gj · xjon[k −m]

)]

. ✭✹✳✸✶✮

❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✵✮ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❍❛♠✲
♠❡rst❡✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡ ❋■❘
✜❧t❡r✳ ▼♦✈✐♥❣ hm ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
ajm = hm · gj, ∀ (m = 0, . . . ,M − 1 , j = 0, . . . , J) ❧❡❛❞s t♦

u[k] = x[k]

(

1−
M−1∑

m=0

J∑

j=0

ajm x
j
on[k −m]

)

, ✭✹✳✸✷✮

✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜②

α̂[k] =
v̂d[k]

VDC

=
M−1∑

m=0

J∑

j=0

ajm x
j
on[k −m]. ✭✹✳✸✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ajm ❛s (J + 1) ·M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤❡r❡ s❡♣❛r❛t❡ ❋■❘ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✷✮ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s
✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❉P❉ ✭✹✳✸✷✮ ✉s❡s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

✭♣❛r❛❧❧❡❧✮ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ❬✼✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ▼P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ s❤♦✇s

✶✵✶



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❊▼P✮ ❬✼✹✱✶✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❙◆❉P❉✬s ♣r❡❞✐st♦rt❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s xon[k]✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛s ✐♥ ✭✹✳✺✮✳
❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❢♦r ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ xon[k] = |x[k]| t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙◆❉P❉ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❊▼P ✭✷✳✻✽✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

x[k]

On(x[k])

+

(·)0 g0 H0 (z)

(·)1 g1 H1 (z)

(·)J gJ HJ (z)

xon[k]

Σ
α̂[k]

u[k]
−

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙◆❉P❉ ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧✬s ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r
str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ str✉❝t✉r❡ ❤❛s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❦❡t❝❤❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧s♦ t❤❡ ▼P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
❋■❘ ✜❧t❡r str✉❝t✉r❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼P r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ✐♥♣✉t✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r st❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❋■❘ st❛❣❡ ❛s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✻✻❜✮✱ ❤❡♥❝❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
■♥ ❛ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡q✉✐r❡s ✐♥ t♦t❛❧ 90 r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ 26 r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r J = 3 ❛♥❞ M = 5 ♠❡♠♦r②
t❛♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❋■❘ ✜❧t❡r Hj(z)✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❡t✱ ✐✳ ❡✳ J = 3 ❛♥❞ M = 5✱
t❤❡ ❙◆❉P❉ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② 34 r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ 29 r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✇❡r t❡r♠s |·|j ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❊▼P✳

✶✵✷



✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

x[k]

| · |0

g0 H0 (z)

| · |1

g1 H1 (z)

| · |J

gJ HJ (z)

Σ u[k]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✹✳✸✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm t❤r♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜❛s❡❜❛♥❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ vDAC [k] ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❉P❉
♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P✳ ❲✐t❤ ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡
❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤♦✉t ❉P❉ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

vDAC[k] = x[k]




VDC + xon[k]

Tajm
︸ ︷︷ ︸

α̂[k]




 , ✭✹✳✸✹✮

✇❤❡r❡

xon[k] =



















x0on[k − 0]
x1on[k − 0]

✳✳✳
xJon[k − 0]
x0on[k − 1]
x1on[k − 1]

✳✳✳
✳✳✳

xJon[k −M + 1]



















, ✭✹✳✸✺✮

❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ajm =
[
a00 a10 · · · a(J)0 a01 a11 · · · a(J)(M−1)

]T
. ✭✹✳✸✻✮

✶✵✸



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

❚❤❡ t❡r♠ xon[k]
Tajm ✇✐t❤ xon[k] ∈ R

(J+1)·M×1 ❛♥❞ ajm ∈ C
(J+1)·M×1 r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✹✳✷✻✮✱ ✐✳ ❡✳ α̂[k] = v̂d[k]
VDC

✳
P✉tt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ vDAC [k] ❛♥❞ x[k] t♦❣❡t❤❡r t♦ ✈❡❝t♦rs ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡

♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐♥ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥

vDAC[k] = x[k]VDC +Dx[k] ·Xon[k] · ajm, ✭✹✳✸✼✮

✇✐t❤
vDAC[k] = [vDAC[k] vDAC[k − 1] · · · vDAC[k −K + 1]]T , ✭✹✳✸✽✮

❛♥❞
x[k] = [x[k] x[k − 1] · · · x[k −K + 1]]T . ✭✹✳✸✾✮

▼❛tr✐❝❡s Xon[k] ❛♥❞ Dx[k] ✐♥ ✭✹✳✸✼✮ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

Xon[k] =








xon[k]
T

xon[k − 1]T

✳✳✳
xon[k −K + 1]T







, ✭✹✳✹✵✮

❛♥❞
Dx[k] = diag (x[k]) , ✭✹✳✹✶✮

✇✐t❤ Xon[k] ∈ R
K×(J+1)·M ❛♥❞ Dx[k] ∈ C

K×K ✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ✭✹✳✹✵✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r str✉❝t✉r❡ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✾✮ ❢♦r t❤❡ [k − i]✲t❤ s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ i = 0, . . . , K − 1✳
❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Hx[k] = Dx[k] · Xon[k] ✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s

t❤❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧
vDAC[k] = x[k]VDC +Hx[k] ajm. ✭✹✳✹✷✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ vDAC[k] ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❡❝t♦r ajm ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✷✮✳
❋r♦♠ ✭✹✳✹✷✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡r✐✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✭❝♦♠♣❧❡①✲
✈❛❧✉❡❞✮ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ❬✽✵✱✽✸❪✱
✐✳ ❡✳

âjm[k] =
[
Hx[k]

HHx[k]
]−1

Hx[k]
H (vDAC[k]− x[k]VDC) , ✭✹✳✹✸✮

✇❤❡r❡ (·)H ✐s t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡✱ ❛♥❞ vDAC[k] ❛r❡ t❤❡ ✭♠❡❛s✉r❡❞✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜❛s❡❜❛♥❞ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✹✳✸✶✮ ✇✐t❤ α[k] ✭✹✳✷✻✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
❘❋✲❉❆❈✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❉P❉ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ajm ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥❤❡r❡♥t❧②
❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❙◆❉P❉
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥s♣✐r❡❞ ❉P❉ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶✵✹



✹✳✸ ❈✐r❝✉✐t✲■♥s♣✐r❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

✹✳✸✳✺ ❋✉t✉r❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❖♥❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣✱
iDD = g(xon)✱ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ♥♦t t❡st❡❞✱ ✐t ❧♦♦❦s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r✲

❛❣❡ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t iDD ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ❜❡❝♦♠❡s

vDAC [k] = x[k]

(

1 +
∑

m

hm iDD[k −m]

)

, ✭✹✳✹✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✹✳✸✹✮ ❜✉t iDD ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s
t♦ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞s

vDAC[k] = HiDD
[k]h[k] + x[k] ✭✹✳✹✺✮

✇✐t❤
h[k] = [h0[k] h1[k] · · · hM−1[k]]

T ✭✹✳✹✻✮

❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

HiDD
[k] = diag (x[k]) ΨiDD

[k], ✭✹✳✹✼✮

✇❤❡r❡

ΨiDD
[k] =








iDD[k]
T

iDD[k − 1]T

✳✳✳
iDD[k −K + 1]T







. ✭✹✳✹✽✮

✇✐t❤

iDD[k − i] = [iDD[k − i] iDD[k − i− 1] · · · iDD[k − i−K + 1]]T ✭✹✳✹✾✮

❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ΨiDD
[k] ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛st K ❛✈❡r❛❣❡ ✭❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②✮ ✐♥♣✉t

❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ k − i✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜② t❤❡ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥ g(xon)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠ ✐♥ ✭✹✳✹✺✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧✳
■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①HiDD

[k]
r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ K×M ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ K× [(J + 1) ·M ] ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛tr✐① ❛s ✐♥ ✭✹✳✹✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r h[k] r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ M × 1
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ h[k] r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ❋■❘ ✜❧t❡r t❛♣s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❢♦r t❤❡ ❉P❉ ❛♥❞

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✭♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮
❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✭✹✳✹✷✮ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ajm ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦

❉✐❣✐t❛❧ Pr❡❞✐st♦rt✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s✲♦❢✲♠❡r✐t ❛r❡✱ ❛s ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❉P❉ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊❱▼✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❆❈P❘✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤
t✇♦ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❞❡s✐❣♥s✿ ❆ ❉P❆ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❬✺❪✱ ❛♥❞ ❛
✇✐❞❡❜❛♥❞ ❧♦✇✲♥♦✐s❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡ ❉P❆ ❝♦♥♥❡❝ts ❢♦✉r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈ ❝♦r❡s t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♠❜✐♥❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✉♣ t♦ 25 ❞❇♠✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❧♦✇ ♦❤♠✐❝✱ t❤❡ ❉P❉
❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣✲
♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡❜❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡ss ♦✉t♣✉t
♣♦✇❡r ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❢♦r s✐❣♥❛❧
❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✉♣ t♦ ✶✻✵▼❍③✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡
❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❘❋✲❉❆❈ ❤❛s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ▲❉❖
❜✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉P❉ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
❊❱▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✻ ❞❇ ❢♦r ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❛♥❞ t❤❡
❆❈P❘ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✼ ❞❇ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✳

✹✳✹✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛s
t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱
❢♦r ❛ ✷✵▼❍③ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r
∆fG+10▼❍③ ≤ f ≤ ∆fG+30▼❍③✱ ✇❤❡r❡ ∆fG ✐s ❛ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s ❜❡❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡
♦❢ ❆❈P❘ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✹✳✷✺✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❧♦❛❞❡❞ t♦ ❛♥ ♦♥✲❝❤✐♣ ❘❆▼✱ ✇❤✐❝❤ str❡❛♠s t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧
❝♦❞❡ s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❆ ✈❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②③❡r ✭❱❙❆✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✱ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ 50Ω r❡s✐st♦r✳ ❚❤❡ ❱❙❆ ❛❧s♦ ♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱
s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ♦♥✲❝❤✐♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛r❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ vDAC [k] ❢r♦♠
t❤❡ ❱❙❆✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r
❘▼❙ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ grms ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r t✐♠❡ (∆t) ❛♥❞ ♣❤❛s❡ (∆ϕ) s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t
❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❬✶✵❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s
❡st✐♠❛t♦r ✭✹✳✹✸✮ ❛s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✷✹❪ ❛♥❞

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✷✶❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P t❤❡

✶✵✻



✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉

❙◆❉P❉ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s xon[k] ❛s
✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳
❇♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❋✲❉❆❈s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s xon[k] = |xI [k]| + |xQ[k]|✱ ✇❤❡r❡❛s ▼P ❛♥❞ ●▼P ✉s❡ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ |x[k]|✳

❘❋✲

❉❆❈

❉❋❊

❘❆▼

❱❙❆

▲❖

❉P❉x[k]

∆t,∆ϕ, 1
grms

▼❆❚▲❆❇

u[k]

vDAC[k]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ❉P❉ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ♦✉t✲
♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱❙❆ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤♦✉t ❉P❉✳ ❚❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②−135 ❞❇♠✴❍③
❞✉❡ t♦ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ✐✳ ❡✳ ♣❤❛s❡✲♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖ ✭❝❧♦❝❦✮
❣❡♥❡r❛t♦r✳

−250−200−150−100 −50 0 50 100 150 200 250

−150

−100

❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼❍③✮

P
❙
❉
✭❞
❇
♠
✴❍

③✮

■♥♣✉t

❖✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ P❙❉s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡✲♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ▲❖ ✭❝❧♦❝❦✮
❣❡♥❡r❛t♦r✳

✶✵✼



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

✹✳✹✳✷ ❉P❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❱❙❆✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✜❧t❡r ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
✹✵▼❍③✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢♦r ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✉♣ t♦ ✶✺▼❍③ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉P❉ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✽✹✮✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❉P❆ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐❞❡❛❧
✭♥♦♥✲s✇✐t❝❤✐♥❣✮ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✭✹✳✸✷✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✷✳✻✻❜✮✳ ❇♦t❤

♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✿

uSNDPD[k] = x[k]

(

1−
M−1∑

m=0

J−1∑

j=1−L

ajm x
j
on[k −m]

)

, ✭✹✳✺✵✮

uMP[k] =
J−1∑

j=1−L

M−1∑

m=0

ajm x[k −m] |x[k −m]|j ✭✹✳✺✶✮

✇❤❡r❡ J ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ M ✐s t❤❡ ✜❧t❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r L ❞❡✜♥❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ❋♦r L = 0 t❤❡ ♠❡♠♦r②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠❡♠♦r② t❡r♠s✱ ✐✳ ❡✳

∑

m a0m x[k]✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s x[k] (1−∑m a0m)✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ❛❞❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠
t♦ u[k]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ▼P ❤❛s ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐❢ L = 0✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❉P❆ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r J = 3 ❛♥❞M = 4
♠❡♠♦r② t❛♣s✳ ❚❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 7.5 ❞❇♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✉♣✲
♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❧♠♦st
✺ ❞❇ ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✼❜✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❉P❆ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡
✈❡r② ❧♦✇ ♦❤♠✐❝✱ ❜❡✐♥❣ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▲❉❖✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥❞

✇✐t❤♦✉t ♠❡♠♦r② t❛♣s ✐♥ t❤❡ ❋■❘ ✜❧t❡r✱ ✐✳ ❡✳ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r②✲❜❛s❡❞ ❉P❉
t♦ ❛ ♣✉r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✭st❛t✐❝✮ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ✉s❡ ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❢♦r ❛ 15▼❍③ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ❛ ♠❡♠♦r②✲
❜❛s❡❞ ❉P❉ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ ❛ ♣✉r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✉s✐♥❣ ♠❡♠♦r②
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❉P❉ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t♦♦ ♠❛♥② ✜❧t❡r t❛♣s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❛s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡
♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ✐♥
t❤❡ ❢❛r✲♦✉t✲♦❢ ❜❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ❢♦r ❛ 5▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧✳
❯s✐♥❣ ❡✐❣❤t ♠❡♠♦r② t❛♣s s❤♦✇s ❛❧♠♦st ♥♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♦✉t✲
♦❢✲❜❛♥❞ r❡❣✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛✉s❡s ❤✐❣❤❡r s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❢❛r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ r❡❣✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ♠❡♠♦r② t❛♣s ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠♦r❡
r♦❜✉st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛❝❤✐❡✈❡s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❧♦✇❡r✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥

✶✵✽



✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✼✳✹✽ ✲✹✵✳✽✶
❙◆❉P❉ 3/1/4 ✼✳✾✹ ✲✹✺✳✶✸

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛ ✶✺▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❙◆❉P❉✳
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❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✼✳✹✽ ✲✹✵✳✽✶
❙◆❉P❉ 3/1/1 ✼✳✾✼ ✲✹✸✳✼✼
❙◆❉P❉ 3/1/4 ✼✳✾✹ ✲✹✺✳✶✸

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ P❙❉ ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✺▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤♦✉t ❉P❉ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❉P❉ ✉s✐♥❣
M = 1 ❛♥❞ M = 4 ❋■❘ ✜❧t❡r t❛♣s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✐❣♥❛❧s✱ ✐✳ ❡✳ 80▼❍③ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✱ t❤❡ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡✈❡♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✉s❡❞ ♠❡♠♦r②✲❜❛s❡❞
❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✵✾
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✻✳✶✵ ✲✹✶✳✽✽
❙◆❉P❉ 3/1/1 ✻✳✹✽ ✲✹✺✳✺✻
❙◆❉P❉ 3/1/8 ✻✳✺✷ ✲✹✻✳✶✹

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✺▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤♦✉t ❉P❉ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❉P❉ ✉s✐♥❣
M = 1 ❛♥❞ M = 8 ❋■❘ ✜❧t❡r t❛♣s✳
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✼✳✹✽ ✲✹✵✳✽✶
▼P 3/1/4 ✽✳✷✶ ✲✹✹✳✺✷
❙◆❉P❉ 3/1/4 ✼✳✾✹ ✲✹✺✳✶✸

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✿ P❙❉ ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✺▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤♦✉t ❉P❉✱ ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
❉P❉✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❉P❉✳

❚②♣✐❝❛❧ ✉s❡❞ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❬✼❪✳ ❍♦✇✲

✶✶✵



✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉

❡✈❡r✱ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❞✐st♦rt✐♦♥s s❤♦✇ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡
st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✲t♦✲❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶
❛♥❞ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r
t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶
s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ J = 1, L = 1✱
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❥✉st ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ J = 2✱ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦✇❡r ❜②
t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐r❞✲♦r❞❡r✱ J = 3✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
❢♦rt✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥
❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠✐❧❛r ♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❜❧❛❝❦✲❜♦①
♠♦❞❡❧s✳
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❙◆❉P❉ ✷✴✶✴✹

❙◆❉P❉ ✸✴✶✴✹

✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✽✳✼✻ ✲✹✵✳✺✼
❙◆❉P❉ 1/1/4 ✾✳✷✵ ✲✹✵✳✷✶
❙◆❉P❉ 2/1/4 ✾✳✷✵ ✲✹✸✳✾✾
❙◆❉P❉ 3/1/4 ✾✳✷✶ ✲✹✹✳✵✼

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✵▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❉P❉ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs J = {1, 2, 3} .

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❆❈P❘✱ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
❋♦r ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❖❋❉▼✱ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦♥❡s ❝❛✉s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱
❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ❊❱▼✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❊❱▼ ♦✈❡r t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧
♣♦✇❡r ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
❉P❉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ J = 3 ❛♥❞
M = 4 ♠❡♠♦r② t❛♣s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ✷✵▼❍③✱ ✻✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❖❋❉▼
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❝❡ ❛t ✶✹ ❞❇♠ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞
♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉ ❛❣❛✐♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡

✶✶✶



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ❞❇ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦✉t♣✉t r❛♥❣❡✳ ❆t t❤❡
tr❛✐♥❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❊❱▼ ❜② ❛❧♠♦st ✹ ❞❇✳ ■♥ t②♣✐❝❛❧
s②st❡♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✱ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❉P❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r
✻ ❞❇♠ ✭✐♥✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❜✳
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◆♦ ❉P❉

❙◆❉P❉ ✸✴✶✴✼

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙◆❉P❉ ❛♥❞ ▼P ❢♦r ❛ ✷✵▼❍③ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ✭❛✮ ❊❱▼✱ ✭❜✮ P❙❉ ♦❢
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♦✉t♣✉t✳

✹✳✹✳✸ ❲✐❞❡❜❛♥❞ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❉P❆✱ t❤❡ ✇✐❞❡❜❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r ❧❡ss ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡
✢♦♦r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❉P❉✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❉P❆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❊❱▼ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡st
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ✺● ❛♥❞ ❲✐✲❋✐ ✻✱ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✶✶✷



✹✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉

✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ st✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲
❉❆❈✳
❆♥♦t❤❡r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉P❆ ✐s t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳ ❆♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ▲❉❖ r❡❣✲

✉❧❛t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝✉rr❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▲❉❖ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤✐❣❤
❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❆❈P❘✳
❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❱❙❆ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✻✵✵▼❍③✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❉P❉ ❢♦r s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✉♣ t♦ ✶✻✵▼❍③✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❉P❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤✲

♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤r❡❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✶✶✺❪✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

uSNDPD[k] =

Mlin−1∑

m=0

a0m x[k −m]

−
(

x[k] ·
M−1∑

m=0

J−1∑

j=1

ajm x
j
on[k −m]

)

, ✭✹✳✺✷✮

uMP[k] =

Mlin−1∑

m=0

a0m x[k −m]

+
J−1∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm x[k −m] |x[k −m]|j , ✭✹✳✺✸✮

uGMP[k] =

Mlin−1∑

m=0

a0m x[k −m]

+
J−1∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm x[k −m] |x[k −m]|j

+
J−1∑

j=1

M−1∑

m=0

Nlag∑

n=1

bjmn x[k −m] |x[k −m− n]|j

+
J−1∑

j=1

M−1∑

m=0

Nlead∑

n=1

djmn x[k −m] |x[k −m+ n].|j . ✭✹✳✺✹✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• J ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳

• M ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ♠❡♠♦r② t❛♣s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳

• Mlin ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② t❛♣s ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ❉P❉ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡✳

✶✶✸



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

• Nlag ❛♥❞ Nlead ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ●▼P✳

■♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r L ❞❡✜♥❡s ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❡♠♦r② t❡r♠s
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉P❉✱ ✐✳ ❡✳

L =

{

0 . . .Mlin = 1

1 . . .Mlin =M
✭✹✳✺✺✮

❚❤✉s✱ ✐❢ L = 1✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❡♠♦r② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P ❝❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❧✐♥❡❛r
♠❡♠♦r② t❡r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡s❡ t❡r♠s✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙◆❉P❉✳ ❋♦r L = 0✱ ✐✳ ❡✳ Mlin = 1✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐♥ ✭✹✳✺✷✮ ❜❡❝♦♠❡s
❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❡♠♦r② t❡r♠s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❘❋✲❉❆❈✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t ❢♦r ✽✵✷✳✶✶❛❝

❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ✷✵▼❍③✱ ✽✵▼❍③✱ ❛♥❞ ✶✻✵▼❍③ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✲
❞✐st♦rt✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t ❢♦r ❛ ✷✵▼❍③ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞
❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ ▲❉❖ s✉♣♣♦rts st✐❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ✷✵▼❍③ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s✱ s✉♣♣r❡ss✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤✱ ✐✳ ❡✳ ✽✵▼❍③ ❛♥❞ ✶✻✵▼❍③✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡
❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✸❜✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐s ❧♦✇
❢♦r ✷✵▼❍③✱ t❤❡ ❊❱▼ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✐❣♥❛❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ ✷✵▼❍③

❲✐✲❋✐ ✽✵✷✳✶✶❛❝ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❱✐s✉❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛
♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ❉P❉ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ❢♦r ❛
✷✵▼❍③ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣♦✇❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❆❈P❘
❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❧♠♦st 2 ❞❇✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦♦st
♦❢ ❛❧♠♦st ✻ ❞❇ ✐♥ t❤❡ ❊❱▼ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡✈❡♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ●▼P✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ●▼P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❥✉st ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❙◆❉P❉✱ t❤❡ ❊❱▼ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r

❛♥ ✽✵▼❍③ ✽✵✷✳✶✶❛❝ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡
▼P ❛♥❞ t❤❡ ●▼P ✇✐t❤ Nlead = Nlag = 1✳ ●▼P ❛♥❞ ▼P s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥♦✐s❡ ✢♦♦r
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺❛✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ♦❢ t❤❡ ●▼P ❛♥❞ ▼P ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ●▼P
t❤✐s ❝❛✉s❡s s♠❛❧❧ ❤✉♠♣s ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t ±100▼❍③✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❆❈P❘ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✺ ❞❇✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s r♦❜✉st
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ▼P ❛♥❞ ●▼P✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

✶✶✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✿ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t ❢♦r ✽✵✷✳✶✶❛❝ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ✷✵▼❍③✱
✽✵▼❍③✱ ❛♥❞ ✶✻✵▼❍③ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❊❱▼ ✭❞❇✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✺✳✻✽ ✲✸✹✳✺✵ ✲✹✸✳✼✷
●▼P 5/0/4 ✲✺✳✽✶ ✲✸✾✳✻✽ ✲✹✺✳✹✶
❙◆❉P❉ 2/0/4 ✲✻✳✹✹ ✲✸✽✳✾✹ ✲✹✺✳✻✹
❙◆❉P❉ 7/0/4 ✲✻✳✺✶ ✲✸✾✳✸✷ ✲✹✹✳✼✸
❙◆❉P❉ 5/1/4 ✲✺✳✽✶ ✲✹✵✳✷✾ ✲✹✺✳✵✼

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✷✵▼❍③ ❖❋▼❉ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❉P❉✳
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

❙◆❉P❉ ❡✈❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉P❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ t♦
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ▼P ❛♥❞ ●▼P✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ |x[k]|✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ✉s❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ✐✳ ❡✳ xon = |xI [k]|+ |xQ[k]|✱ ❛s
✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛❧s♦ t❤❡ ▼P ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ xon✳ ❚❤❡ ❊❱▼ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ 5 ❞❇ ❛♥❞ t❤❡
❆❈P❘ ❜② ❛❧♠♦st 7 ❞❇ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✺❜✳
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❊❱▼ ✭❞❇✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✺✳✻✽ ✲✸✸✳✽✸ ✲✸✾✳✾✹
●▼P 7/0/4 ✲✺✳✽✸ ✲✸✽✳✷✻ ✲✹✹✳✸✸
▼P 7/0/4 ✲✺✳✽✻ ✲✸✾✳✵✷ ✲✹✸✳✼✹
❙◆❉P❉ 7/0/4 ✲✻✳✵✶ ✲✸✾✳✵✸ ✲✹✻✳✼✸
❙◆❉P❉ 2/0/4 ✲✺✳✾✾ ✲✸✾✳✵✷ ✲✹✻✳✹✵

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✽✵▼❍③ ❖❋▼❉ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦
❉P❉✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t s❡ts ❢♦r ❛ ✶✻✵▼❍③ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❉P❉✱ ✐✳ ❡✳
L = 1✱ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❆❈P❘ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ 2 ❞❇✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✜❧t❡r t❛♣s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ 14✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦♥❧② s❤♦✇s ❛ ♠✐♥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❉P❉
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ J = 5, L = 1, ❛♥❞ M = 4✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❊❱▼ ❛♥❞ ❆❈P❘ ❜②
❛r♦✉♥❞ 5 ❞❇✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇✳ ❆t ❞✐st✐♥❝t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✶✷ ❞❇✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼✳ ❚❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r ❛ ✶✻✵▼❍③ ✽✵✷✳✶✶❛❝ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐s ♥♦✇ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼P✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ■✴◗ ❝❛s❡ ✉s❡s t❤❡ s✉♠
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ✐✳ ❡✳ xon[k]✱ ❛s ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼P✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✶✶✻
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❙◆❉P❉ ✺✴✶✴✶✹

✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❊❱▼ ✭❞❇✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✺✳✹✾ ✲✸✹✳✽✷ ✲✸✾✳✼✽
❙◆❉P❉ 5/0/4 ✲✺✳✻✶ ✲✸✾✳✶✼ ✲✹✷✳✼✷
❙◆❉P❉ 5/1/4 ✲✺✳✼✵ ✲✸✾✳✼✼ ✲✹✹✳✽✶
❙◆❉P❉ 5/1/14 ✲✺✳✻✹ ✲✸✾✳✽✾ ✲✹✹✳✹✸

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✿ P❙❉s ✭❛✮ ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜✮ ♦❢ ✶✻✵▼❍③ ❖❋▼❉ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

t♦ t❤❡ ❙◆❉P❉✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❢♦r
t❤❡ ▼P r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❱▼ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P❘
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙◆❉P❉✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✼❜✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✉♠
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s |xI [k]|+ |xQ[k]| r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |x[k]|✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s xon[k]✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳
❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✽ ❛♥❞ ✹✳✸✾ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❙◆❉P❉ r❡s✉❧ts ❢♦r ✽✵▼❍③ ❛♥❞ ✶✻✵▼❍③

s✐❣♥❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r✴❡✐❣❤t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✷✵▼❍③ ▲❚❊
s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✽❜ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❈P❘
❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✽ ❞❇✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✽ ❛❣❛✐♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❙◆❉P❉ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧♠♦st ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts
❛s ✇✐t❤ ❛ s❡✈❡♥t❤✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ❆❈P❘ ❞✐✛❡rs ♦♥❧② ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
0.3 ❞❇✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❡ts ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ✐♥ t❤❡
❉P❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳ ❡✳ L = 1✱ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❛❧♠♦st ✷ ❞❇✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✵ s❤♦✇s t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❙◆❉P❉ ✇✐t❤ J = 5, L = 1,M = 4 ✉s✐♥❣ ❛ ✶✻✵▼❍③ ✽✵✷✳✶✶❛❝ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡
❉P❉ ❛❧r❡❛❞② ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✐♥✲
❞✐r❡❝t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❆❈P❘ ❛♥❞
t❤❡ ❊❱▼✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t s❡t✉♣✳

✶✶✼



✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

−250−200−150−100 −50 0 50 100 150 200 250
−140

−120

−100

❋r❡q✉❡♥❝② ✭▼❍③✮

P
❙
❉
✭❞
❇
♠
✴❍

③✮

◆♦ ❉P❉

▼P ✺✴✵✴✹

▼P ✺✴✶✴✹

▼P ✺✴✶✴✹ ✭■◗✮

❙◆❉P❉ ✺✴✶✴✹

✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❊❱▼ ✭❞❇✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✺✳✹✾ ✲✸✹✳✽✷ ✲✸✾✳✼✽
▼P 5/0/4 ✲✺✳✺✼ ✲✸✾✳✸✷ ✲✹✸✳✻✽
▼P 5/1/4 ✲✺✳✺✾ ✲✸✾✳✸✼ ✲✹✸✳✸✺
▼P 5/1/4 ✭■✴◗✮ ✲✺✳✻✾ ✲✸✾✳✻✽ ✲✹✹✳✷✵
❙◆❉P❉ 5/1/4 ✲✺✳✼✵ ✲✸✾✳✼✼ ✲✹✹✳✽✶

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✻✵▼❍③ ❖❋▼❉ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉✳
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✺✳✶✽ ✲✸✾✳✾✹
❙◆❉P❉ 2/0/4 ✲✺✳✸✺ ✲✹✼✳✹✵
❙◆❉P❉ 7/0/4 ✲✺✳✹✽ ✲✹✼✳✼✶

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✽✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ 4×20▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉✳
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✭❛✮

❉P❉ t②♣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❙❡t (J/L/M) P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ 0/0/0 ✲✼✳✺✻ ✲✸✾✳✻✻
❙◆❉P❉ 2/0/4 ✲✼✳✹✽ ✲✹✶✳✾✶
❙◆❉P❉ 5/0/4 ✲✼✳✻✽ ✲✹✷✳✵✹
❙◆❉P❉ 5/1/4 ✲✼✳✻✼ ✲✹✸✳✻✹
❙◆❉P❉ 5/1/14 ✲✼✳✻✼ ✲✹✸✳✸✺

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✾✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ 8×20▼❍③ ▲❚❊ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉✳
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✭❛✮

❘✉♥ ▲❡❛r♥✐♥❣ P♦✇❡r ✭❞❇♠✮ ❊❱▼ ✭❞❇✮ ❆❈P❘ ✭❞❇✮
◆♦ ❉P❉ ♥♦♥❡ ✲✺✳✹✾ ✲✸✹✳✽✷ ✲✸✾✳✼✽
❘✉♥ ✶ ✐♥❞✐r❡❝t ✲✺✳✼✵ ✲✸✾✳✽✻ ✲✹✹✳✸✾
❘✉♥ ✷ ❞✐r❡❝t ✲✺✳✼✷ ✲✸✾✳✽✶ ✲✹✹✳✻✺
❘✉♥ ✸ ❞✐r❡❝t ✲✺✳✼✵ ✲✸✾✳✼✼ ✲✹✹✳✽✶

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✵✿ P❙❉s ❛♥❞ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ 160,▼❍③ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ J = 5, L = 1,M = 4✳
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✹ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦ ❉P❉ ❢♦r ❘❋✲❉❆❈s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✶ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ♣❧♦ts ✇✐t❤✲
♦✉t ❉P❉ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❙◆❉P❉✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❆▼✲P▼✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ▲❖ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✶✿ ❆▼✲❆▼ ❛♥❞ ❆▼✲P▼ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❘❋✲❉❆❈ ✇✐t❤♦✉t ❉P❉ ❛♥❞ ✇✐t❤
❙◆❉P❉ ✇✐t❤ J = 5, L = 1,M = 4✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖ ✭❝❧♦❝❦✮ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❙◆❉P❉ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❆❈P❘ ❛♥❞ t❤❡ ❊❱▼ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘❈✲❉❆❈✬s ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙◆❉P❉ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r✲
❝✉✐t ✇❤✐❧❡ ❡✈❡♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉P❉ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮
♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥
✐♠♣❡r❢❡❝t s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ✉s✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✳
❆ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱ ❞✐st♦rt❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❉❈✲

❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ♦r ❜② r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✱ s❡✈❡r❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❊❱▼✱ ❛♥❞
t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ t♦ ❞❡❣r❛❞❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❉P❉ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❝✐r❝✉✐t✬s ✐♥t❡r♥❛❧s ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧s xon[k] = On(x[k])✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✉s❡❞ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞
❉P❉ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼P✱ t❤❡ ●▼P✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼P ✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ |x[k]|✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✶✷✵
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❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●▼P ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❊▼P✮ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧ s✉♣♣❧②
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ●▼P ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ ♠❡♠♦r②
t❛♣s✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♣r♦♦❢❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚✇♦ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

❘❋✲❉❆❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❜♦t❤ s②st❡♠s t❤❡
❙◆❉P❉ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❊❱▼ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❊❱▼
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✻ ❞❇ ❢♦r ❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ❆❈P❘ ✐s ❛❧s♦
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✼ ❞❇✳ ❋♦r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥
r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✶✷ ❞❇✳
❚❤❡ ❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ r✐♣♣❧❡s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞

t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ s②st❡♠s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✶✵✽❪✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈s ✇❛s ✜❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❯❙ ♣❛t❡♥t ♦✣❝❡ ❛♥❞ ❣r❛♥t❡❞
✐♥ ✷✵✶✽ ❬✶✶✸❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐s
❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r r❡✈✐❡✇✳

✶✷✶





✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲
❉❆❈s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐s
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❛ ✈❛r②✐♥❣ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ♦✉t♣✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❍❛♠♠❡rst❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ str✐♥❣❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ♦r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉t✐❧✐③❡s ❛ ❝❧♦s❡✲t♦✲❝✐r❝✉✐t r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦

s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❋✐rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❢❛st ✇❛② ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥✲
♥♦t ❢✉❧❧② ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❆▼✲P▼ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✈♦❧t❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥✲r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ ◆▼❖❙✴P▼❖❙ tr❛♥s✐st♦rs ✐♥ t❤❡
❞r✐✈✐♥❣ ✐♥✈❡rt❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝❡❧❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡
s✇✐t❝❤❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝r✉❝✐❛❧
♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ▲❖ ♣❤❛s❡
♥♦✐s❡ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙♣❡❝tr❡❘❋❘©

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥✲t✐♠❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❉❆❈✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣❧② ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ ❉P❉ ❝♦♥❝❡♣t r❡❝r❡❛t❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ s✉♣✲
♣❧② ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ✐s ❜r♦✉❣❤t ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡♥ ♦♥ t✇♦ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❙◆❉P❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❉P❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙◆❉P❉
t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t✐♦ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✼ ❞❇ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ✉♣ t♦ ✶✻✵▼❍③✳ ❋♦r ❝❧♦s❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣r♦✇t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✶✷ ❞❇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡
✐♥✲❜❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❊❱▼✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ✻ ❞❇✳

✶✷✸





❆ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉P❉

❆✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❑❡r♥❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ▲❚■ s②st❡♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
♠❡♠♦r②❧❡ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✐✳ ❡✳ ❛ ❲✐❡♥❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ▲❚■ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② ✐ts ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(t) ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❜② ❛ ✷✲♥❞ ♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ▲❚■ s②st❡♠ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②

y(t) =

∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ . ✭❆✳✶✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

z(t) = a0 + a1 y(t) + a2 y
2(t). ✭❆✳✷✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

z(t) = a0 + a1

∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ + a2





∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ





2

= a0 + a1

∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ

+ a2





∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ









∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ





= a0 +

∞∫

−∞

a1h(τ1) x (t− τ1) dτ1

+

∞∫

−∞

∞∫

−∞

a2 h (τ1) h (τ2) x (t− τ1) x (t− τ2) dτ1 dτ2 ✭❆✳✸✮

✶✷✺



❆ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉P❉

✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

h0 = a0, ✭❆✳✹❛✮

h1(τ1) = a1 h(τ1), ✭❆✳✹❜✮

h2(τ1, τ2) = a2 h(τ1)h(τ2). ✭❆✳✹❝✮

❚❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤✉s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧s✳

❆✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❱♦❧t❡rr❛ ❙❡r✐❡s

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❆✳✶ ❛❜♦✈❡✱ ❛ss✉♠❡ ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ▲❚■ s②st❡♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
♠❡♠♦r②❧❡ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ▲❚■ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

y(t) =

∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ . ✭❆✳✺✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s

z(t) =
y(t)

1 + y2(t)
, ✭❆✳✻✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

z(t) =
∞∑

n=0

(−1)n [y(t)]2n+1 . ✭❆✳✼✮

❚❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

z(t) =
∞∑

n=0

(−1)n





∞∫

−∞

h(τ) x (t− τ) dτ





2n+1

✭❆✳✽❛✮

=
∞∑

n=0

H2n+1 [x(t)] , ✭❆✳✽❜✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❱♦❧t❡rr❛ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

h2n+1 (τ1, τ2, . . . , τ2n+1) = (−1)n h (τ1) · · ·h (τ2n+1) ✭❆✳✾✮

❚❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ✭❆✳✼✮ ♦♥❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐❢ |y(t)| < 1✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤ t❤❡
❱♦❧t❡rr❛ s❡r✐❡s ❞✐✈❡r❣❡s ❢♦r |y(t)| > 1 ❛♥❞ ✐s t❤✉s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s x(t)
✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ▲❚■ s②st❡♠ t♦ ❜❡ |y(t)| < 1✳

✶✷✻



❆✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙◆❉P❉ ❛♥❞ ❊▼P

❆✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙◆❉P❉ ❛♥❞ ❊▼P

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❙◆❉P❉ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❝❛s❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❊▼P✳
❍❡r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤✉s ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ t✐❧❞❡
s②♠❜♦❧✳
❚❤❡ ❙◆❉P❉ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u[k] = x[k]

(

1−
M−1∑

m=0

J∑

j=0

ajm xjon[k −m]

)

. ✭❆✳✶✵✮

❋♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❧t❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳ ❡✳ xon[k] = |x[k]|✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r❡❞✐st♦rt❡r ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

u[k] = x[k]

(

1−
M−1∑

m=0

J∑

j=0

ajm |x[k −m]|j
)

. ✭❆✳✶✶✮

❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r j = 0 ✐♥ t❤❡ ❙◆❉P❉ ❣✐✈❡s

u[k] = x[k]

(

1− A0m +
M−1∑

m=0

J∑

j=1

ajm |x[k −m]|j
)

, ✭❆✳✶✷✮

✇❤❡r❡ 1 − A0m ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A′
0M = 1 − A0m✱ ✇❤✐❝❤

✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s

u[k] = x[k]

(

A′
0m +

M−1∑

m=0

J∑

j=1

ajm |x[k −m]|j
)

, ✭❆✳✶✸✮

❚❤❡ ❊▼P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭✷✳✻✽✮✿

yEMP[k] = x[k] ·
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm |c [k −m]|j−1. ✭❆✳✶✹✮

■❢ t❤❡ ❊▼P ✐s ♥♦✇ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ st❛rt ❢r♦♠ j = 0 ❛♥❞ ✉s❡ ♣♦✇❡r j ✐♥st❡❛❞ ♦❢ j−1 ✐t
❜❡❝♦♠❡s

yEMP[k] = x[k] ·
J∑

j=0

M−1∑

m=0

ajm |c [k −m]|j, ✭❆✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r j = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

yEMP[k] = x[k] ·
(

A0m +
J∑

j=1

M−1∑

m=0

ajm |c [k −m]|j
)

. ✭❆✳✶✻✮

❚❤✉s✱ ❢♦r ♣♦❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❡ ❙◆❉P❉ ✭❆✳✶✸✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❊▼P ✭❆✳✶✻✮✳

✶✷✼





❇ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❙♦♠❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ r❡❛❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦✈❡r✈✐❡✇✳

❇✳✶ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r

❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

❍❡r❡✱ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❘❋✲❉❆❈ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

❇✳✶✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦

▲❖❂✵✿

con = Cu · n ✭❇✳✶❛✮

coff = Cu · (N − n) ✭❇✳✶❜✮

ron =
ronp

n
✭❇✳✶❝✮

roff =
ronn

N − n
✭❇✳✶❞✮

K0,n =





cn 0 0
0 cN−n 0
0 0 L



 ✭❇✳✶❡✮

A0,n = K−1
0,n






− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

1− ron
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

− roff
ron+roff

1− roff
ron+roff

−
(

Rl +
ron roff
ron+roff

)




 ✭❇✳✶❢✮

B0,n = K−1
0,n






1
ron+roff

1
roff

ron+roff




 ✭❇✳✶❣✮

E0,n =
[
0 0 R

]
✭❇✳✶❤✮

F0,n = 0 ✭❇✳✶✐✮

✶✷✾



❇ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

▲❖❂✶✿

con = Cu · n ✭❇✳✷❛✮

coff = Cu · (N − n) ✭❇✳✷❜✮

ron =
ronn

n
✭❇✳✷❝✮

roff =
ronn

N − n
✭❇✳✷❞✮

K1,n =





cn 0 0
0 cN−n 0
0 0 L



 ✭❇✳✷❡✮

A1,n = K−1
0,n






− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

1− ron
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

− roff
ron+roff

1− roff
ron+roff

−
(

Rl +
ron roff
ron+roff

)




 ✭❇✳✷❢✮

B1,n =





0
0
0



 ✭❇✳✷❣✮

E1,n =
[
0 0 R

]
✭❇✳✷❤✮

F1,n = 0 ✭❇✳✷✐✮

✶✸✵



❇✳✶ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

❇✳✶✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦

▲❖❂✵✿

con = Cu · n ✭❇✳✸❛✮

coff = Cu · (N − n) ✭❇✳✸❜✮

ron =
ronp

n
✭❇✳✸❝✮

roff =
ronn

N − n
✭❇✳✸❞✮

K0,n =









Ls 0 0 0 0
0 Cs 0 0 0
0 0 cn 0 0
0 0 0 cN−n 0
0 0 0 0 L









✭❇✳✸❡✮

A0,n = K−1
0,n






−Rs −1 0 0 0

1 − 1
ron+roff

1
ron+roff

1
ron+roff

−
roff

ron+roff

0 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

roff
ron+roff

0 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

0
roff

ron+roff
−

roff
ron+roff

RN
ron+roff

−
Rl (ron+roff )+ron roff

ron+roff




 ✭❇✳✸❢✮

B0,n = K−1
0,n

[
1 0 0 0 0

]T
✭❇✳✸❣✮

E0,n =
[
0 0 Rl

]
✭❇✳✸❤✮

F0,n = 0 ✭❇✳✸✐✮

▲❖❂✶✿

con = Cu · n, ✭❇✳✹❛✮

coff = Cu · (N − n) , ✭❇✳✹❜✮

ron =
ronn

n
✭❇✳✹❝✮

roff =
ronn

N − n
✭❇✳✹❞✮

K1,n = K0,n ✭❇✳✹❡✮

A0,n = K−1
0,n










−Rs −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 − 1

ron+roff
− 1

ron+roff

roff
ron+roff

0 0 − 1
ron+roff

− 1
ron+roff

− ron
ron+roff

0 0 − roff
ron+roff

RN

ron+roff
−Rl (ron+roff)+ron roff

ron+roff










✭❇✳✹❢✮

B0,n = B1,n ✭❇✳✹❣✮

E0,n = E1,n ✭❇✳✹❤✮

F0,n = F1,n ✭❇✳✹✐✮

✶✸✶



❇ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

❇✳✷ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡

❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

❚❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❘❋✲❉❆❈ ❝✐r❝✉✐ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

LOI = 0,LOQ = 0 :

ronI
=
ronp

nI

✭❇✳✺❛✮

ronQ
=
ronp

nQ

✭❇✳✺❜✮

roff =
ronn

N − nI − nQ

✭❇✳✺❝✮

CI = Cu · nI ✭❇✳✺❞✮

CQ = Cu · nQ ✭❇✳✺❡✮

Coff = Cu · (N − nI − nQ) ✭❇✳✺❢✮

R =
1

1
ronI

+ 1
ronQ

+ 1
roff

✭❇✳✺❣✮

K0,0,nI ,nQ
=







CI · ronI

R
0 0 0

0 ronQ
· CQ 0 0

0 0 roff · Coff 0
0 0 0 L







✭❇✳✺❤✮

A0,0,nI ,nQ
= K−1

0,0,nI ,nQ
·









−
(

1

ronQ

+ 1

roff

)
1

ronQ

− 1

roff
1

1−R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

−1 + R
ronQ

− R
roff

R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

−1 + R
roff

−R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

R
roff

−RL −R









✭❇✳✺✐✮

B0,0,nI ,nQ
= K−1

0,0,nI ,nQ
·








1
roff
R

roff

1− R
roff

1− R
roff








✭❇✳✺❥✮

✶✸✷



❇✳✷ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

LOI = 0,LOQ = 1 :

ronI
=
ronp

nI

✭❇✳✻❛✮

ronQ
=
ronn

nQ

✭❇✳✻❜✮

roff =
ronn

N − nI − nQ

✭❇✳✻❝✮

CI = Cu · nI ✭❇✳✻❞✮

CQ = Cu · nQ ✭❇✳✻❡✮

Coff = Cu · (N − nI − nQ) ✭❇✳✻❢✮

R =
1

1
ronI

+ 1
ronQ

+ 1
roff

✭❇✳✻❣✮

K0,1,nI ,nQ
=







CI · ronI

R
0 0 0

0 ronQ
· CQ 0 0

0 0 roff · Coff 0
0 0 0 L







✭❇✳✻❤✮

A0,1,nI ,nQ
= K−1

0,1,nI ,nQ
·









−
(

1

ronQ

+ 1

roff

)
1

ronQ

− 1

roff
1

1−R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

−1 + R
ronQ

− R
roff

R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

−1 + R
roff

−R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

R
roff

−RL −R









✭❇✳✻✐✮

B0,1,nI ,nQ
= K−1

0,1,nI ,nQ
·











1
ronQ

+ 1
roff

−1 +R
(

1
ronQ

+ 1
roff

)

1−R
(

1
ronQ

+ 1
roff

)

1−R
(

1
ronQ

+ 1
roff

)











✭❇✳✻❥✮

✶✸✸



❇ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

LOI = 1,LOQ = 0 :

ronI
=
ronn

nI

✭❇✳✼❛✮

ronQ
=
ronp

nQ

✭❇✳✼❜✮

ronI
=

ronn

N − nI − nQ

✭❇✳✼❝✮

CI = Cu · nI ✭❇✳✼❞✮

CQ = Cu · nQ ✭❇✳✼❡✮

Coff = Cu · (N − nI − nQ) ✭❇✳✼❢✮

R =
1

1
ronI

+ 1
ronQ

+ 1
roff

✭❇✳✼❣✮

K1,0,nI ,nQ
=







CI · ronI

R
0 0 0

0 ronQ
· CQ 0 0

0 0 roff · Coff 0
0 0 0 L







✭❇✳✼❤✮

A1,0,nI ,nQ
= K−1

1,0,nI ,nQ
·









−1 + R
ronI

1−R
(

1

ronI

+ 1

roff

)

− R
roff

R

1

ronI

−
(

1

ronI

+ 1

roff

)

− 1

roff
1

− R
ronI

−1 +R
(

1

ronI

+ 1

roff

)

−1 + R
roff

−R

− R
ronI

−1 +R
(

1

ronI

+ 1

roff

)
R

roff
−RL −R









✭❇✳✼✐✮

B1,0,nI ,nQ
= K−1

1,0,nI ,nQ
·










−1 +R
(

1
ronI

+ 1
roff

)

1
ronI

+ 1
roff

1−R
(

1
ronI

+ 1
roff

)

1−R
(

1
ronI

+ 1
roff

)










✭❇✳✼❥✮

✶✸✹



❇✳✷ ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋✲❉❆❈

LOI = 1,LOQ = 1 :

ronI
=
ronn

nI

✭❇✳✽❛✮

ronQ
=
ronn

nQ

✭❇✳✽❜✮

ronI
=

ronn

N − nI − nQ

✭❇✳✽❝✮

CI = Cu · nI ✭❇✳✽❞✮

CQ = Cu · nQ ✭❇✳✽❡✮

Coff = Cu · (N − nI − nQ) ✭❇✳✽❢✮

R =
1

1
ronI

+ 1
ronQ

+ 1
roff

✭❇✳✽❣✮

K1,1,nI ,nQ
=







CI · ronI

R
0 0 0

0 ronQ
· CQ 0 0

0 0 roff · Coff 0
0 0 0 L







✭❇✳✽❤✮

A1,1,nI ,nQ
= K−1

1,1,nI ,nQ
·









−
(

1

ronQ

+ 1

roff

)
1

ronQ

− 1

roff
1

1−R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

−1 + R
ronQ

− R
roff

R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

−1 + R
roff

−R

−1 +R
(

1

ronQ

+ 1

roff

)

− R
ronQ

R
roff

−RL −R









✭❇✳✽✐✮

B1,1,nI ,nQ
= K−1

1,1,nI ,nQ
·







0
0
0
0







✭❇✳✽❥✮

✶✸✺
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❬✷✼❪ ●✳ ▼♦♦r❡✱ ✏❈r❛♠♠✐♥❣ ▼♦r❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❖♥t♦ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts✱✑ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✈♦❧✳ ✽✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✽✷✕✽✺✱ ❏❛♥✳ ✶✾✾✽✳

❬✷✽❪ ❋✳ ❑✳ ❏♦♥❞r❛❧✱ ✏❙♦❢t✇❛r❡✲❉❡✜♥❡❞ ❘❛❞✐♦✲❇❛s✐❝s ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❈♦❣♥✐t✐✈❡
❘❛❞✐♦✱✑ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱
♥♦✳ ✸✱ ❉❡❝✳ ✷✵✵✺✳

❬✷✾❪ ❩✳ ❇♦♦s✱ ❆✳ ▼❡♥❦❤♦✛✱ ❋✳ ❑✉tt♥❡r✱ ▼✳ ❙❝❤✐♠♣❡r✱ ❏✳ ▼♦r❡✐r❛✱ ❍✳ ●❡❧t✐♥❣❡r✱
❚✳ ●♦ss♠❛♥♥✱ P✳ P❢❛♥♥✱ ❆✳ ❇❡❧✐t③❡r✱ ❛♥❞ ❚✳ ❇❛✉❡r♥❢❡✐♥❞✱ ✏❆ ❢✉❧❧② ❞✐❣✐t❛❧
♠✉❧t✐♠♦❞❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s♠✐tt❡r ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✶✼❜ ❘❋ ❉❆❈ ✐♥ ✸● ♠♦❞❡✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙❙❈❈✮ ❉✐❣❡st ♦❢ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ P❛♣❡rs✱ ❋❡❜✳ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✸✼✻✕✸✼✽✳

❬✸✵❪ ❙✳✲▼✳ ❨♦♦✱ ❏✳ ❲❛❧❧✐♥❣✱ ❊✳ ❈✳ ❲♦♦✱ ❇✳ ❏❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆❧❧st♦t✱ ✏❆ ❙✇✐t❝❤❡❞✲
❈❛♣❛❝✐t♦r ❘❋ P♦✇❡r ❆♠♣❧✐✜❡r✱✑ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts✱
✈♦❧✳ ✹✻✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✷✾✼✼✕✷✾✽✼✱ ❉❡❝✳ ✷✵✶✶✳

❬✸✶❪ ❏✳ ❲❛❧❧✐♥❣✱ ❙✳✲▼✳ ❨♦♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆❧❧st♦t✱ ✏❉✐❣✐t❛❧ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r✿ ❆ ♥❡✇ ✇❛②
t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞✲❝❛♣❛❝✐t♦r ❝✐r❝✉✐t✱✑ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▼❛❣❛③✐♥❡✱
✈♦❧✳ ✺✵✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✶✹✺✕✶✺✶✱ ❆♣r✳ ✷✵✶✷✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✸✷❪ ❙✳✲▼✳ ❨♦♦✱ ❇✳ ❏❛♥♥✱ ❖✳ ❉❡❣❛♥✐✱ ❏✳ ❘✉❞❡❧❧✱ ❘✳ ❙❛❞❤✇❛♥✐✱ ❏✳ ❲❛❧❧✐♥❣✱ ❛♥❞
❉✳ ❆❧❧st♦t✱ ✏❆ ❈❧❛ss✲● ❉✉❛❧✲❙✉♣♣❧② ❙✇✐t❝❤❡❞✲❈❛♣❛❝✐t♦r P♦✇❡r ❆♠♣❧✐✜❡r ✐♥
✻✺♥♠ ❈▼❖❙✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts ✭❘❋■❈✮
❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳ ✷✸✸✕✷✸✻✳

❬✸✸❪ ❙✳✲▼✳ ❨♦♦✱ ❏✳ ❲❛❧❧✐♥❣✱ ❖✳ ❉❡❣❛♥✐✱ ❇✳ ❏❛♥♥✱ ❘✳ ❙❛❞❤✇❛♥✐✱ ❏✳ ❘✉❞❡❧❧✱ ❛♥❞
❉✳ ❆❧❧st♦t✱ ✏❆ ❈❧❛ss✲● ❙✇✐t❝❤❡❞✲❈❛♣❛❝✐t♦r ❘❋ P♦✇❡r ❆♠♣❧✐✜❡r✱✑ ■❊❊❊
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✶✷✶✷✕✶✷✷✹✱ ❆♣r✳ ✷✵✶✸✳

❬✸✹❪ ▼✳ ❚✳ ❘❛❤♠❛♥✱ ▲✳ ❆❧❜❛s❤❛✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼✐r✱ ✏❙✇✐t❝❤❡❞ ♠♦❞❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ♣r❡❞✐st♦rt✐♦♥✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ▼✐✲
❝r♦✇❛✈❡ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭▼▼❙✷✵✶✹✮✱ ❉❡❝✳ ✷✵✶✹✱ ♣♣✳ ✶✕✹✳

❬✸✺❪ ▼✳ ❈✳ ❏❡r✉❝❤✐♠✱ P✳ ❇❛❧❛❜❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ❙❤❛♥♠✉❣❛♥✱ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✷♥❞ ❡❞✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r ❯❙✱ ✷✵✵✵✳

❬✸✻❪ ◆✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ❇✳ ❚✳ ❚❤✐❡❧✱ ❘✳ ◆❡❣r❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍❡✐♥❡♥✱ ✏❙②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❛♥ r❢✲❞❛❝ ❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐st❛♥❞❛r❞ tr❛♥s♠✐tt❡r✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ▼✐❞✇❡st
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭▼❲❙❈❆❙✮✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✷✹✽✕✷✺✶✳

❬✸✼❪ ❙✳✲▼✳ ❨♦♦✱ ❏✳ ❲❛❧❧✐♥❣✱ ❊✳✲❈✳ ❲♦♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆❧❧st♦t✱ ✏❆ ♣♦✇❡r✲❝♦♠❜✐♥❡❞
s✇✐t❝❤❡❞✲❝❛♣❛❝✐t♦r ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ ✾✵♥♠ ❈▼❖❙✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ❘❛❞✐♦
❋r❡q✉❡♥❝② ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts ✭❘❋■❈✮ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ❏✉♥✳ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✶✕✹✳

❬✸✽❪ ❘✳ ❙✉❛r❡③✱ P✳ ●r❛②✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍♦❞❣❡s✱ ✏❆♥ ❆❧❧✲▼❖❙ ❈❤❛r❣❡✲❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❆✴❉ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r✲
❝✉✐ts ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙❙❈❈✮ ❉✐❣❡st ♦❢ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✳ ❳❱■■✱ ❋❡❜✳ ✶✾✼✹✱
♣♣✳ ✶✾✹✕✶✾✺✳

❬✸✾❪ P✳ ❇♦❣♥❡r✱ ✏❆ ✷✽♠❲ ✶✵❜ ✽✵▼❙✴s P✐♣❡❧✐♥❡❞ ❆❉❈ ✐♥ 0.13µm ❈▼❖❙✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❙❈❆❙✮✱ ✈♦❧✳ ✶✱
❋❡❜✳ ✷✵✵✹✱ ♣♣✳ ■✕✶✼✳

❬✹✵❪ ❘✳ ❍❡③❛r✱ ▲✳ ❉✐♥❣✱ ❆✳ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❏✳ ❍✉r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❍❛r♦✉♥✱ ✏❆ P❲▼ ❇❛s❡❞
❋✉❧❧② ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ ❚r❛♥s♠✐tt❡r✴P❆ ❢♦r ❲▲❆◆ ❛♥❞ ▲❚❊ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱✑
■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞✲❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✶✶✶✼✕✶✶✷✺✱ ▼❛②
✷✵✶✺✳

❬✹✶❪ ❙✳ ❚r❛♠♣✐ts❝❤✱ ❏✳ ▼❛r❦♦✈✐❝✱ P✳ ❖❜♠❛♥♥✱ ❏✳ ❋r✐t③✐♥✱ ❏✳ ❩❛❧❡s❦✐✱ ❈✳ ▼❛②❡r✱
▼✳ ❋✉❧❞❡✱ ❍✳ Pr❡t❧✱ ❆✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✉❡♠❡r✱ ✏❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙✇✐t❝❤❡❞
❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❘❋ ❉❆❈s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts
❛♥❞ ❙②st❡♠s✖P❛rt ■✿ ❘❡❣✉❧❛r P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✶✸✹✷✕✶✸✺✸✱ ❏✉♥✳
✷✵✶✼✳

❬✹✷❪ ❆✳ P❛ss❛♠❛♥✐✱ ❉✳ P♦♥t♦♥✱ ●✳ ❑♥♦❜❧✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❇❡✈✐❧❛❝q✉❛✱ ✏❆ ▲✐♥❡❛r
▼♦❞❡❧ ♦❢ ❊✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❙✇✐t❝❤❡❞✲❈❛♣❛❝✐t♦r ❘❋ P♦✇❡r✲❆♠♣❧✐✜❡rs✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳
■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❤✳❉✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s
✭P❘■▼❊✮✱ ❏✉♥✳ ✷✵✶✹✱ ♣♣✳ ✶✕✹✳
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❬✹✸❪ ❚✳ ❇✉❝❦❡❧✱ ❚✳ ▼❛②❡r✱ ❚✳ ❇❛✉❡r♥❢❡✐♥❞✱ ❙✳ ❚❡rt✐♥❡❦✱ ❈✳ ❲✐❝♣❛❧❡❦✱ ❆✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❘✳ ❲❡✐❣❡❧✱ ❛♥❞ ❚✳ ❯ss♠✉❡❧❧❡r✱ ✏❆ ❤✐❣❤❧② r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❘❋✲❉P▲▲ ♣❤❛s❡
♠♦❞✉❧❛t♦r ❢♦r ♣♦❧❛r tr❛♥s♠✐tt❡rs ✐♥ ♠✉❧t✐✲❜❛♥❞✴♠✉❧t✐✲st❛♥❞❛r❞ ❝❡❧❧✉❧❛r
❘❋■❈s✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts ✭❘❋■❈✮ ❙②♠✲
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